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Tragfliigelaerodynamik

Voraussetzung fiir das Verstdndnis der Vorlesung Tragfliigelaerodynamik sind die Grund-
vorlesungen Stromungsmechanik I und II (3. und 4. Semester), die bereits einfithrende

Kapitel iiber 2D und 3D Tragfliigelstromungen umfassten.

1 Ubersicht iiber die Tragfliigeltheorie

Die Aerodynamik des Flugzeuges ist die Lehre von den Luftkréiften, die bei der Um-
stromung eines Flugzeuges auftreten. Diese Vorlesung beschriankt sich auf den Tragfliigel.
Rumpf, Leitwerke und Interferenzprobleme werden zunéchst nicht betrachtet. Ein Trag-
fliigel setzt sich geometrisch aus einer Anordnung von Profilen zusammen. Fiir die Um-
stromung des raumlichen Tragfliigels stellt die 2D Profilumstromung ein wesentliches Ele-
ment dar. Die Bestimmung der Luftkrifte kann jedoch nicht durch eine einfache Addition
von 2D Ergebnissen erfolgen, sondern es kommen ganz wesentliche 3D Effekte hinzu. In
der Vorlesung Tragfliigelaerodynamik stehen diese 3D Effekte im Vordergrund, wahrend
in der Vorlesung Profilaerodynamik das 2D Problem vertieft behandelt wird.

1.1 Aufgabenstellung

1.1.1 Hauptaufgaben der Aerodynamik

Bei einem Tragfliigel endlicher Spann-
weite b = 2 s sind die ortliche Fliigel-
ivoo tiefe I(y) und deren Lage x,(y) Funk-
tionen der Spannweitenkoordinate y.
Daraus ergibt sich der Fliigelgrund-

riss mit den wichtigsten Parametern

S Fliigelflache

Seitenverhaltnis

A= — Zuspitzung
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Auch die Anordnung der Profile kann sich ldngs der Spannweite éndern. Dabei unterschei-

det man

— geometrische Verwindung (Profilform konstant)

— aerodynamische Verwindung (Profilform verdnderlich) |

wobei auch Kombinationen beider Verwindungsarten vorliegen konnen. Die Geometrie
von Tragfliigeln endlicher Spannweite wird in Ubung I ausfithrlich dargestellt. An einem
Tragfliigel endlicher Spannweite stellt sich in einem Profilschnitt y = const. eine Vertei-

lung des Druckbeiwertes

2l A D Pos
ue(y);'f C‘g Cp =
> Qoo
*(/, 4} 1o
Voo % _ Qo2
oben oo = "5 Ve
ein. Diese stimmt jedoch nur qualitativ
» mit der des zugehorigen 2D Problems
upenT T .
iiberein. Der betrachtete Profilschnitt
Profilschnitty = const. wird mit einem Anstellwinkel a.(y) ef-

fektiv angestromt, der nicht mit dem geometrischen Anstellwinkel des Fliigels o, iiber-

einstimmt. Die Anstellwinkeldnderung wird durch 3D Effekte bewirkt.

Aus der Druckverteilung und der Verteilung der ortlichen Wandschubspannung ergeben

sich durch Integration in x-Richtung die dimensionslosen aerodynamischen Beiwerte

dA
caly) = ; ortlicher Auftriebsbeiwert
ool (y)dy
aw
cw(y) = i ortlicher Widerstandsbeiwert
ool (y)dy
() = aM  oOrtlicher Nickmomentenbeiwert,
Cm\Y) = Gool2(y)dy " Bezugspunkt [/4, schwanzlastig positiv.

Eine nachfolgende Integration in Spannweitenrichtung ergibt dann die aerodynamischen

Gesamtbeiwerte
w M

Loy =
S M

A
cAa=—g jow= = —c—
QOOS C_IooSlBezug
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Als Bezugsfliigeltiefe wird dabei verwendet
1 2
lBezug = lu = § ! (y)dy

Die Zusammenhénge zwischen den 6rtlichen Beiwerten und den Gesamtbeiwerten wurden
schon in der Vorlesung Strémungsmechanik II bereitgestellt. Sie werden in Ubung 2 erneut
vertieft behandelt.

In der Tragfliigeltheorie unterscheidet man zwei wichtige Hauptaufgaben:
1. Hauptaufgabe (Entwurfsaufgabe), indirektes Problem
Gegeben: Grundriss, Druckverteilung, aerodynamische Beiwerte, Machzahl
Ma o, = %’Z und Reynoldszahl Re., = @ der Anstromung.

Gesucht: Geometrie des 3D Tragfliigels (Profilierung) und des Anstellwinkels ay,

evtl. unter Nebenbedingungen wie z. B. grofitmogliches Volumen, usw.

2. Hauptaufgabe (Nachrechnungsaufgabe), direktes Problem

Gegeben: Geometrie des 3D Tragfliigels, Anstellwinkel a4, Machzahl Ma, und
Reynoldszahl Re., der Anstromung.

Gesucht: Druckverteilung, aerodynamische Beiwerte.

Die 1. Hauptaufgabe ist wegen der i.a. sehr groflen Zahl von Nebenbedingungen beim
Entwurf nicht direkt 16sbar. Sie wird héufig durch sukzessives Losen der 2. Hauptaufgabe

iterativ gelost. In der Vorlesung Aerodynamik I wird daher die Nachrechnungsaufgabe

behandelt und dabei Berechnungsverfahren fiir Unter- und Uberschallstromungen bereit-

gestellt.

1.1.2 Geometrische Hauptformen von Fliigeln

Beziiglich der zu untersuchenden Fliigelgeometrie braucht nicht der allgemeinste Fall eines
3D Korpers betrachtet zu werden. Vielmehr kann man sich auf gewisse Hauptformen von
Tragfliigeln beschrénken, die alle symmetrisch zur x-z-Ebene sind. Fiir den Horizontalflug
gelten die Gleichgewichtsbedingungen (Auftrieb A, Widerstand W, Gewicht G, Masse m,
Schub F')

A=G=myg und W=F

Flug mit kleiner Machzahl, Ma., < 1

Diese Fliige werden mit Propellerantrieb durchgefiihrt. In diesem Fall ist der leistungsspe-

zifische Brennstoffverbrauch (rmp Brennstoffverbr., P Leistung, V,, Fluggeschwindigkeit)

_mp _ mp [k‘g}

bp = — = _J
P=Tp TRV PSs
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Damit gilt fiir die Massenabnahme im Horizontalflug (Zeit t, Flugstrecke s, Vi, = ds/dt)

dt
dm = —-bpFV,—ds
ds
1 mgdm 1 Adm

ds = ————<2 - —__— ~

Durch Integration folgt daraus fiir die Reichweite R

R = 1 é In MStart
g bP 14 M Landung

Dies ist die Breguet’sche Reichweitenformel fiir ein Propellerflugzeug (siehe Flugmechanik
I). Zur Erzielung einer grofien Reichweite beim Transport eines Gewichtes G = A muss der
Widerstand W moglichst klein sein. Bei kleinen Fluggeschwindigkeiten V,, setzt sich der
Widerstand zusammen aus dem Reibungswiderstand W, und dem induzierten Widerstand

W; entsprechend
W=W,+W;

und fiir den Beiwert des induzierten Widerstandes gilt (detaillierte Herleitung in Kapitel
2.4.2)

W G
W Ty g T 7
mit
b2
A= ] (Seitenverhéltnis)

Damit ergibt sich ein kleiner Widerstand fiir Fliigel mit groem Seitenverhéltnis A. Dies

fiihrt auf den
N

ungepfeilten Fliigel grofler Streckung als erste Hauptform von Tragfliigeln, und zwar fiir
den Flug mit kleinen Geschwindigkeiten, wie sie z.B. bei Segelflugzeugen und bei kleinen

Motorflugzeugen vorliegen.
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Flug bei schallnahen Geschwindigkeiten, Ma., =~ 1
In diesem Fall werden fiir den Antrieb Strahltriebwerke verwendet. Thr schubspezifischer

bp = 1B kg
FTTR Ns

Brennstoffverbrauch ist

Die Massenabnahme im Horizontalflug ist dann

dt F
— b P ds — —bp—
dm br dsds bFVoods
1 mg dm
ds = —— V22
gbr Fm

und durch Integration folgt die Breguet‘sche Reichweitenformel in der Form

R— LVOO é In MStart
gbr W Miandung
Die Reichweite wird grof, wenn der Ausdruck V,A/W grofile Werte annimmt. Dies ist fiir
gegebenes Gewicht G = A der Fall bei grofler Fluggeschwindigkeit V,, und kleinem Wi-
derstand W. Bei schallnaher Anstromung treten bei der Umstromung des Fliigels Gebiete
mit ortlicher Uberschallgeschwindigkeit auf. Diese sind meist durch einen Verdichtungs-
stoB abgeschlossen (Formeln sieche Stromungsmechanik II), in dem die Entropie zunimmt
und der bei geniigender Stérke (Drucksprung) auch Stromungsablosungen bewirken kann.
Der zugehorige Anstieg des Widerstandes kann durch Pfeilung des Fliigels zu grofleren

Flugmachzahlen Ma, hin verschoben werden. Dies fiihrt zum

Voo

gepfeilten Fliigel grofler Streckung als zweite Hauptform von Tragfliigeln, und zwar fiir
den Flug mit hohen Unterschallmachzahlen Ma,, ~ 1, wie sie z.B. bei modernen Ver-

kehrsflugzeugen vorliegen.
Flug bei Uberschallmachzahlen, Ma ., > 1

In diesem Fall kommt mit dem Wellenwiderstand W, ein weiterer Widerstand hinzu, und
es gilt
W = WT’ + VVZ + Ww
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Unter Vorwegnahme von Ergebnissen dieser Vorlesung hidngen die Widerstandsanteile wie

skizziert vom Seitenverhéltnis des Fliigels ab:

cw A induzierter

Widerstand

cw, Die Auftragung gilt fiir

Moo, > 1

Wellen-
1t cw, widerstand gegebenes Volumen
ca = konst.
o, Reibungs-
widerstand
| | | | o
o 1 2 3 4 "

Das Minimum des Widerstandes wird bei einem Seitenverhiltnis A = 1.6 erreicht. Dies

fithrt auf schlanke Fliigel (insbesondere Deltafliigel)

als dritte Hauptform von Tragfliigeln, und zwar fiir den Flug bei Uberschallmachzahlen.
Derartige Fliigelformen sind fiir Uberschallverkehrsflugzeuge (Concorde) und auch fiir

Kampfflugzeuge von Bedeutung.

1.1.3 Ermittlung der aerodynamischen Beiwerte

Fiir die drei Hauptformen von Tragfliigeln soll im Rahmen dieser Vorlesung die Nach-
rechnungsaufgabe gelost werden. Dabei sind weitere geometrische und aerodynamische
Parameter in die Betrachtungen einzubeziehen sowie auch gewisse Beschrankungen vor-

zunehmen. Diese sind:

Geometrie: Bei den betrachteten Tragfliigeln sind als weitere Parameter geometrische
und aerodynamische Verwindung sowie symmetrische (7, Landeklappen) und anti-
metrische (£, Querruder) Klappenausschlidge in die Betrachtungen einzubeziehen.
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Anstromung: Wichtigster Parameter ist der Anstellwinkel «. Unsymmetrische

Stromungszusténde z.B. infolge eines Schiebewinkels [ sollen nur untergeord-
net betrachtet werden. Ein weiterer wichtiger Parameter ist die Machzahl der
Anstromung Ma... In dieser Vorlesung soll der Unterschallbereich 0 < Ma., < 0,8
und der Uberschallbereich 1,2 < Ma,, < 3 behandelt werden, wihrend der Bereich
schallnaher Stromungen 0,8 < Mao, < 1,2 in dieser Vorlesung ausgeklammert ist.
Beziiglich der Reynoldszahl Re,, soll nur der Grenzfall Re,, — oo (reibungslose
Stromung) betrachtet werden. Die damit vorgenommene Beschrinkung bedeutet,
dass beziiglich des Reibungswiderstandes W, keine Aussagen gemacht werden

konnen.

Bewegungen des Fliigels: Aufler der gleichférmigen Bewegung des Fliigels mit kon-

stantem Anstellwinkel o = const. treten auch beschleunigte Bewegungen mit
o = ‘Cll—? und w, = p,w, = q,w, = r (Drehbewegungen) auf. In dieser Vorlesung

sollen zunéchst nur stationdre Stromungen behandelt werden. Dies bedeutet, dass
iiberwiegend der Fall des konstanten Anstellwinkels o = const. zu Grunde gelegt
wird und dass bei den Drehbewegungen nur der Fall des Rollens (Winkelgeschwin-
digkeit w, = p) hinzukommt, bei dem ebenfalls ein stationérer Stromungszustand

vorliegt.

Ergebnisse der Nachrechnung sind

Druckverteilung ¢ = = filz,y, 2, Mo, o, &, wy, Nk )
Qoo

e : - dA ,

ortliche Beiwerte, Beispiel ¢, = = fo(y, Mo, o, &, wy, 1)
GootQY

. o A .

Gesamtbeiwerte, Beispiel ¢4 = —5 = fs(Maso, o, &, wy, Nk )

Qoo

In der Aerodynamik werden die Funktionen fi, fo und f3 in der Regel nicht berechnet.

Vielmehr wird eine Taylorentwicklung dieser Funktionen in der Umgebung eines Gleich-

gewichtszustandes a vorgenommen

CA

= ca(Macoa, Qs MKas o = 0, Wy = 0)+ Ausgangslage a

+ dca AMas, + 8& Ao + 8& Ang+ stationére Derivativa
OMa o

CAMass s CAas CAnK

Oc al Oc wyl ] ] o
%A £ A vr instationare Derivativa
0 (a_lﬂ> Voo o <Wylu> Voo

Voo Voo CAa, CAy

Die Aufgabe der Aerodynamik besteht darin, die auftretenden Derivativa zu ermitteln.

In dieser Vorlesung sollen nur stationdre Derivativa betrachtet werden. Dabei steht die
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Langsbewegung mit den Beiwerten ca, cy (mit Einschrdnkungen), ¢, im Vordergrund.
Von den Beiwerten der Seitenbewegung werden nur Rollmoment ¢, und Giermoment cy
(mit Einschrénkungen) behandelt.

1.2 Grundgleichungen und Hierarchie der Stromungsgleichun-

gen
1.2.1 Allgemeine Potentialgleichung

Bei der Losung der Nachrechnungsaufgabe seien

Gegeben:

Anstrémung Vi, = Vi, @
. (Vs ist der Betrag der An-
Vs stromgeschwindigkeit. )

Machzahl Ma., = vﬁ
Gesucht: >
Reibungslose (isentrope),
kompressible, stationére
Stromung V(a:, Y, 2)

mit V = (U, V, W).

Die Reibung geht nur in Form der Kutta’schen Abflussbedingung (glattes Abstrémen an

der Hinterkante) in die Betrachtungen ein. Die Bewegungsgleichungen fiir reibungslose,

stetige Stromungen (Stromungsmechanik 11, erweitert auf 3D-Stromungen) lauten

Kontinuitatsgleichung

ApU) | 9(pV)  9(pW)
ox + oy + 0z

Impulsgleichungen (Euler’sche Bewegungsgleichungen)

div(pV) =0 oder =0

| oUu ou ou  10p
(VV)V——;gmdp oder U%%—Va—yjtwa_ prr

ov ov oV 10p

ow oW W 18p
Uaor WVay W= e

Reibungslose, adiabate, stetige Stromungen verlaufen isentrop. Deshalb kann der Ener-
giesatz ersetzt werden durch die Beziehung fiir
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Isentrope Zustandsénderung

% = const.

P
Fiir das 3D Problem liegen also 5 Gleichungen fiir 5 Unbekannte U, V, W, p, p vor. Wie in

2D Stromungen (Stromungsmechanik IT) werden die Euler’schen Bewegungsgleichungen

fiir drehungsfreie Stromungen
rot V =0

erfiillt, und diese Beziehung wird wiederum durch das Einfiihren eines Potentials entspre-
chend

V:gmdé
0P 0P 0P
U=—=9%, ; V=—=¢, ; W=—=0,
ox oy Y 0z

befriedigt. Aus der Kontinuitédtsgleichung folgt zunéachst

0U 0 oV 0 ow 0
+UL vy, w2

Por ox oy dy e 0z =0

Die Dichtegradienten lassen sich auf die Druckgradienten zuriickfithren, und mit Hilfe der
Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit

o _dp
dp

a

folgt

op dpop _ 10p _ ﬁ( oU oU 8U)

ox dpdzr  a20r a2 U%jLV@—y W@

ox dy 0z

dp dp dp 10p  p ov oV ov
dy dpdy a0y a2 v v W

ap dpdp 1 9p ow ow ow
0z d_p@_cﬂ@z_ a2 U@x V@y W@z

Setzt man diese Gradienten in die Kontinuitdtsgleichung ein, so ergibt sich unter Verwen-

dung der Eulergleichungen

v _ v (Ua_ma_mwav)

Por P2 \" 3 dy 0z
ov v 0V oV

0W W ow 0W ow

a2
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Verwendet man beim Zusammenfassen der Glieder noch die Bedingung der Drehungsfrei-

heit rot V = 0, also
ou_ov. ov._ow. . oW _oU
oy O0r ' 0z oy = Or 0z’

a_U 1_U_2 _|_8_V 1_V_2 _|_0_W 1_K2 —
Ox a? dy a? 0z a?

LUV VIOV WU ow
a? Oy a?> 0z az Or

Dies ist die Grundgleichung der Gasdynamik. Geht man noch zum Potential iiber, so

so folgt

erhalt man

P2 P2 P2
Dy (1—5) + @, (1—a—§) +<I>ZZ< _ﬁ) —

L, — 2L, 2, =0
a

-2
a? a?

Dies ist die allgemeine Potentialgleichung fiir reibungslose, kompressible, stetige Stromun-
gen. Es handelt sich um eine nichtlineare, partielle Differentialgleichung fiir das Potential
® (z,y, z). Im Grenzfall inkompressibler Stromung , Ma,, — 0, folgt mit a — oo die
lineare Differentialgleichung

Qpp + Pyy + .. =0,
und darin ist der bekannte Fall der 2D Stromung (Stromungsmechanik II) enthalten. Die
allgemeine Potentialgleichung enthélt auch noch die unbekannte Schallgeschwindigkeit

a(x,y, z). Deshalb kommt als weitere Gleichung die Bernoulligleichung fiir kompressible

Stromungen
—1 —1
a2+—“2 (P+VP4+W?) = a§0+“2 V2
—1 -1
@I (@ D92 =l V2

hinzu, und man hat 2 Gleichungen fiir die beiden Unbekannten ®(z,y, z) und a(z,y, 2).
Fiir dieses Gleichungssystem gelten folgende Randbedingungen:

Weit weg vor dem Korper gilt fiir eine Stromung, bei der die Richtung der Anstrémge-

schwindigkeit mit der x-Achse zusammenfallt:

x——00: P, =Uyg,®y=P,=0
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Auf der Korperkontur gilt:

zi(zyy) - @n:g—szvnzo
Dies ist die kinematische Stromungsbedin-
gung. Bei Unterschallstromung kommt als
Nebenbedingung noch die Kutta’ sche Ab-
flussbedingung (glattes Abstromen an der

Hinterkante) hinzu.

Die beiden Gleichungen fiir Potential ®(z,y, z) und Schallgeschwindigkeit a(x,y, z) sind
nichtlinear und wegen der Kopplung duflerst kompliziert. Sie sind in allgemeiner Form
nicht 16sbar, und deshalb besteht die Notwendigkeit, sie fiir die Umstromung von Trag-

fliigeln zu vereinfachen.

1.2.2 Linearisierung der Potentialgleichung

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass der Tragfliigel eine kleine relative Dicke und eine
kleine relative Wolbung besitzt und dass er unter einem kleinen Anstellwinkel angestromt

wird. Unter diesen Umstédnden wird die ankommende Parallelstromung durch den Fliigel

nur wenig gestort, und man kann zu einer Theorie kleiner Stérungen iibergehen.

Das Potential lisst sich aufspalten in das Potential der ungestérten Anstromung U,z *

und in ein Storpotential p(z,y, z) gemas

O(x,y, 2) = Uso + p(,y, 2) .

Damit lauten die Ableitungen

O, = Uty = Ugs+u
o, = @, = v
¢, = o, = w
(bx:c = Pz = Ug (I)xy = Py = Pyz = Uy = Uy
Py = @y = Uy Py = @y = Py = U, = Wy
Der Vektor der Storgeschwindigkeit ¢/ ist
U= gradp

mit

U= ; V=@ 5 W=

'Hier wird Uy fiir den Betrag der Anstrémgeschwindigkeit verwendet, da diese bei der Linearisierung

in x-Richtung zeigt.
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Setzt man den Storansatz in die Potentialgleichung ein, so folgt

(Uso + @) 90@2/ 03
@xz(l—T + Pyy 1‘; + P2z 1‘; -

und die Bernoulligleichung lautet

k—1
0* + = (2o + 0 + 9, +97) = 0%
Dies sind nun die nichtlinearen Ausgangsgleichungen fiir das Storpotential ¢(z,y, z) und
die Schallgeschwindigkeit a(x,y, z). Fiir die nun folgende Abschitzung der GroBenordnung
der Glieder dieser Gleichungen ist es ausreichend, den Sonderfall der 2D Strémung zu

betrachten. Hierfiir lauten die beiden Gleichungen
uy(a® — U2 — 2uUy — u?) + w,.(a® — w?) — 2(Us + v)wu, = 0

o 2

(2uUs + u* + w?)

Aus beiden Gleichungen folgt

k—1_, v u?+w? 5 5 u o u?
uxll— 5 Maoo(QU—oo+ 0z )—MaOO—MaOO 2U—OO+U—2 +

_1 2 2 2 ;
+ w, {1—"71\@2 (2l+“ +w)—Ma2 w—]—QMcF Wl oma2 0. =0

N\ Uy Uz *U2 © Us *UZ
wobel I
Mao, = -
Aoo

gesetzt wurde. Die neue Gleichung gilt noch vollkommen exakt.

Betrachtet man nun kleine Stérungen, so lasst sich als erste Ndherung einfiihren
U2 w2

Ma’ooU—g <1 3 MCLOOU—2 <1 3 MaooU—g <1

Damit fallen einige Glieder weg, und es bleibt

Uy {1—Ma (H+1)MGOOU } +

+ w, [1 —(k — 1)MaiOUL} — 2Ma? —uz =0

[e.e]
e} UOO
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Die Gleichung enthélt immer noch nichtlineare Glieder. Eine schérfere Naherung fiir kleine
Storungen ist

ML <1 MR <1
a°°U<<’a°°U<<

Diese kann man zunéchst teilweise einfithren und dabei beachten, dass in schallnahen
Stromungen der Term (x+ 1)Ma L von gleicher Grossenordnung ist, wie 1 — Ma? . Man

erhalt:

+w, — 2Ma? —uz =0

. |1 — Ma?, 1) Ma?
u as, — (k+1)Ma ~Tr

C>OU

Diese nichtlineare partielle Differentialgleichung gilt fiir den Fall kleiner Storungen mit
der schérferen Naherung fiir alle Machzahlen Ma,. Fiir weitere Vereinfachungen sind

Fallunterscheidungen zu treffen:
Unter- und Uberschallstromungen, Ma,io <1, Ma,io >1

In diesem Fall konnen die der schiarferen Ndherung unterliegenden Glieder vernachlassigt

werden, und es bleibt, wenn man wieder zur 3D Strémung iibergeht

(1 — Ma? )0 + Oyy + 2. =0 fiir May 21

Dies ist die linearisierte Potentialgleichung fiir kleine Storungen. Sie gilt nicht im Bereich

schallnaher Anstromung sowie nicht fiir hohere Machzahlen der Anstromung Ma.
Schallnahe Stromungen, Ma., =~ 1

In diesem Fall kann der Ausdruck (x+ 1)Ma§oUL gegeniiber 1 — Ma?_ nicht vernachlissigt
werden. Das Glied 2Ma? 7-u, kann aber entfallen, weil bel schallnahen Strémungen
Storungen in z - Rlchtung mcht mehr abklingen und mithin u, < wu, gilt. Es bleibt

dann, wenn man wieder zur 3D Strémung iibergeht
(1 — Ma> )@ + Oyy + P2z = (K + 1)Ma§oﬁgom : Moy ~ 1
Fiir schallnahe Stréomungen bleibt also auch fiir den Fall kleiner Storungen eine nichtlinea-

re Potentialgleichung iibrig. Der Fall der Schallanstromung Ma., = 1 ist eingeschlossen

Pz
(k+ 1)U—<Pm = Pyt 02 3 May =1

Infolge der Nichtlinearitéit der Potentialgleichung sind schallnahe Stromungen sehr schwie-
rig zu behandeln. Deshalb wird im Folgenden der Bereich 0,8 < Ma,, < 1,2 nicht be-
trachtet.

Im Folgenden soll also die linearisierte Potentialgleichung

(1 — Ma2)0uz + ©yy + 92z =0
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fiir Tragfliigelstromungen im Rahmen einer Theorie kleiner Stérungen zu Grunde gelegt

werden.

Diese Gleichung gilt fiir

Unterschallstromungen Moo, < 1:0 < Mas, < 0,8

Uberschallstrémungen Mas >1:1,2< May, <3

In diesen beiden Machzahlbereichen besitzt die linearisierte Potentialgleichung unter-

schiedlichen mathematischen Charakter. Die Differentialgleichung ist fiir
Mao, < 1: (1 — Ma2 )z + oy + .. = 0 elliptisch

Mao > 1:  (Ma? — 1)y, — ©yy — P2 = 0 hyperbolisch.

co

Die Losungsmethoden fiir elliptische und hyperbolische Differentialgleichungen sind
grundverschieden. Deshalb sind im Folgenden die Unterschall- und die Uberschallstréomun-

gen getrennt zu behandeln.

Fiir schlanke Korper, deren Seitenverhéltnis (A — 0) sehr klein ist, ldsst sich die linea-
risierte Potentialgleichung noch weiter vereinfachen. Wie in Kapitel 4 dieser Vorlesung

gezeigt wird, entfdllt dann das erste Glied in der Potentialgleichung, und es bleibt

Pyy + P22 =0

fiir schlanke Korper im Unter- und Uberschallbereich, unabhingig von der Machzahl.
Dieser Theorie schlanker Korper wird im Rahmen dieser Vorlesung ein eigenes Kapitel

gewidmet.

1.2.3 Linearisierung der Randbedingungen

Die Randbedingungen fiir die Losung der Potentialgleichung lauten

Weit weg vom Korper:

T— —00; P =@y =, =0

Auf der Korperkontur:

z=zg(x,y) ; Vil = v Ozg /0y | =0
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Dabei ist 7i der Vektor der d&uBeren Normalen zur Kontur zx (z,y). Die Randbedingung

am Korper lautet also

Dies ist die kinematische Stromungsbedingung. Fiir kleine Konturneigungen aaz—f und

92K k$nnen im Rahmen einer Theorie kleiner Stérungen die Glieder hoherer Ordnung

Jy
vernachldssigt werden, und es bleibt die vereinfachte (linearisierte) Randbedingung am
Korper
8ZK
Usw———-—w=0
or "

Sie entspricht der kinematischen Stromungsbedingung in 2D Stromung im Schnitt y =

const. Sie gilt nicht in der Umgebung eines Staupunktes, weil dort |u| £ Us.

z

A

Darstellung der geometri-

schen Verhéltnisse in ei-

nem Schnitt y = const.

Falls relative Dicke, relative Wolbung und Anstellwinkel « klein sind, 14sst sich die Korper-
kontur zx(7,y) additiv zusammensetzen aus einem angestellten Skelett z(*)(x, %) und ei-

nem symmetrischen Tropfen z® (x,y) entsprechend

2k (2,y) = —ax + 29 (z,y) + 29 (2, y)

Daraus folgt
02K 02(5) n 9z

Or @t ozr ox

Setzt man dies in die kinematische Stromungsbedingung ein und spaltet man die Storge-
schwindigkeit w(z, y) in einen vom angestellten Skelett induzierten und einen vom Tropfen
hervorgerufenen Anteil auf, so ergibt sich fiir die Randbedingung

925 91 w w®  w®

Ox Ox U Usx Uy
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Diese Gleichung léasst sich aufspalten in

92 w®
5 + i Angestellte Skelettfliche, Auftriebsproblem
€z o0
und
920 ®
U Symmetrischer Verdriangungskorper, Dickenproblem
x -

Die Aufspaltung der Randbedingung bedeutet, dass die Stromung um einen angestell-
ten, dicken Tragfliigel additiv zusammengesetzt werden kann aus der Stromung um eine

angestellte Skelettfliche und der Stromung um einen symmetrischen Verdrangungskorper:
Aufrifi:

(8] - « Uoo
— —
Grundrif3:

Im Folgenden sollen daher Auftriebsproblem und Dickenproblem getrennt behandelt wer-

den.

1.2.4 Vereinfachung der Druckbeziehung

Fiir den dimensionslosen Druckbeiwert c, gilt

PP _20-px) 2 (p
Pooe=V2 kpoMal, kMa?, \pe ’

wobei unter Verwendung der Laplacegleichung fiir die Schallgeschwindigkeit a® = kp/p

pooago = ﬂoo’fp;.o = K Poo

gesetzt wurde.
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Der Druck ergibt sich aus der Bernoulligleichung fiir kompressible Strémungen

(Stromungsmechanik II). Die Formel von St. Venant/Wantzel ldsst sich auf die Form

P k—1__, u  wR+ o+ w?\]ET
L Ma2 ot ot wr
Pon { 2 “OO(VOO+ V2

bringen.

Damit folgt fiir den Druckbeiwert ¢,
2 k—1 uo u o w?\]
== 1= Ma (2— + =T T % 1
@ xMa? { l g e < Vo * V2

Diese Gleichung gilt exakt. Fiir den Fall kleiner Storungen lassen sich Vereinfachungen

vornehmen. Mit einem Reihenansatz kénnen die Potenzen der Stérgeschwindigkeit in li-

neare Anteile, sowie quadratische und hohere Glieder entwickelt werden [5].

Vernachléssigt man auch die quadratischen und héheren Glieder, so folgt

Der Druckbeiwert ist somit proportional zur Storgeschwindigkeit u/V,,, und dieses Ergeb-

nis gilt unabhéngig von der Machzahl fiir inkompressible und kompressible Stromungen.

1.3 Affinitédtsgesetze
1.3.1 Gothert’sche Regel

Die linearisierte Potentialgleichung fiir Unter- und Uberschallstrémungen

(1 - Maio)gpx:c + Pyy + o = 0

lasst sich durch eine geeignete Transformation fiir
Ma, < 1, elliptische Differentialgleichung, auf Ma., =0
Mao, > 1, hyperbolische Differentialgleichung, auf Ma., = v/2

zurtickfithren. Die Transformation lautet
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r = x

y = ay ; 2 = az

/ 1 / 2

Y = —¢ 3 Uoo = Uoo
Co

Es wird eine Vergleichsstromung mit dem Storpotential ¢’ berechnet fiir eine Geome-
trie, die gegeniiber dem gegebenen Fliigel in y- und z-Richtung mit demselben Faktor c;

gestreckt oder gestaucht ist (affine Verzerrung).

Setzt man die Transformation in die Potentialgleichung ein, so folgt

¢ [(1 = Ma3,) gl + 1), + @] =0

Wahlt man

c? = |1- Maio|

cT = \/|1—Maio| s

so tritt die Machzahl der Anstromung nicht mehr auf, und fiir die Vergleichsstrémung ()
ist folgende Gleichung zu losen

MCLOO < 1 . SOZC/SC/ + @;/y/ + (plzlzl - 0

Dies ist die Potentialgleichung fiir inkompressible Stromung Ma._ = 0.

Sie ist vom elliptischen Typ.

Maoo >1 . QD;/SL,/ - @;/y/ - QO/Z’Z’ =0

Dies ist die Potentialgleichung fiir eine Uberschallstrémung mit

Ma! = /2. Es ist die Wellengleichung; sie ist vom hyperbolischen Typ.

Der transformierte Fliigel ('), fiir den die Rechnungen durchzufiihren sind, ist in seinem

N = /|1 - Ma? |A

No= A

Grundriss verandert

)

2 Auch hier wird wieder angenommen, dass die Anstrémung in x-Richtung zeigt, somit wird der Betrag
der Anstrémung mit U, bezeichnet.
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und seine Umstromung ist fiir einen verdnderten Anstellwinkel

o =\/|1 — Ma? |a

zu berechnen. Das Aussehen des transformierten Fliigels lédsst sich wie folgt darstellen:

y

o AA
a’ A gegebener
Fliigel
1
5 -

1.0 NG 2.0 Maoo

Die zu berechnenden transformierten Fliigel besitzen im Bereich 0 < Ma,, < V2 ein klei-
neres und fiir Ma, > v/2 ein groferes Seitenverhiltnis A’ im Vergleich zum vorgegebenen
Fliigel A. In gleicher Weise verdandert sich auch der Anstellwinkel o’ im Vergleich zum gege-

benen Anstellwinkel a.. Als Losung der transformierten Potentialgleichung erhélt man das

_ 9y 1 _ 0y
G Y R - 8y’
Die Riicktransformation dieser Ergebnis-

Potential ¢’ (z/, 4/, ') und daraus abgeleitet die Storgeschwindigkeiten u’
0y’ 2/
0z UL

se auf den Originalfliigel erfolgt mit Hilfe des Transformationsfaktors c,. Dieser wird aus

und w' =

und den Druckbeiwert c; = —

der kinematischen Stromungsbedingung ermittelt. Diese lautet fiir den

0 2
Originalfliigel % = Uioo = 500
82}( N 'l,U/ N SO/Z/

Transform. Fliigel o U—éo =

Setzt man U, = U, und die Transformation in die zweite Gleichung ein
02k 1 11
01% = U—wc—Qc—l% )
so geht diese in die erste Gleichung iiber, falls

ey =1

gilt. Somit ist

1 1
Cy = —&

G 1 — Ma]

Fiir den Druckbeiwert gilt am
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- y U Oy
O 1fliigel L N S 23
riginalfliige cp 0. i
Transform. Fligel : ¢ — —2- 0P _ oL P
ransiori. uge . C. = —sZL—— = — - =
g P Uéo Uc/>o Co Uoo

Mithin besteht der Zusammenhang

_ /
Cp = C2 Cp s

und fiir die Druckverteilung am Originalfliigel gilt

C/

P
) = ——2———
P |1—MaC2>O|

Diese Zusammenhéinge wurden zuerst von B. Gothert (1941, DVL Berlin-Adlershof) ge-
funden. Die angegebene Gleichung nennt man die Gothert’sche Regel (Goethert’s rule).

Sie lasst sich wie folgt zusammenfassen:

Aus dem vorgegebenen Tragfliigel wird ein transformierter Tragfliigel (") gebildet derart,
dass seine Abmessungen in y- und z-Richtung mit dem Faktor /|1 — MaZ | multipliziert

werden, wihrend seine Abmessungen in x-Richtung unverédndert bleiben:

Grundriss: ¥ = =z Profilschnitt:
y = V- MLy = VI - Mal )z
I =1 o = /|1 — Md2 |
A= VL - Mad A (/1) = /11 = MaZ,|(d/1)
cot, = /|1 — MaZ]|cotp, (F/1) = VI = MaZ (£ /1)
No= A
(¢, = Pfeilungswinkel der Vorderkante).

Fiir den so transformierten Fliigel berechnet man die Strémung bei Ma., = 0 falls Unter-
schallstromung Ma, < 1 vorliegt und bei Mal = /2 falls Uberschallstromung Mao, > 1
vorliegt. Die Druckverteilung und die aerodynamischen Beiwerte des vorgegebenen Fliigels

bei der vorgegebenen Machzahl Ma, erhélt man aus

/ /

c c c
¢y = —L2 . u=—2a . y=—2M
L T N R 77 F R V723
dCA . (dCA/dOA), ) !

Qy
= ;)= ————.
da N " V- Ma
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1.3.2 Prandtl - Glauert - Ackeret’sche Regel

Soll mit der Géthert’schen Regel der Einfluss der Machzahl Ma,, auf die Druckverteilung
eines Tragfliigels berechnet werden, so ist die Anwendung sehr umstéandlich, weil in der

Gleichung
c,(Mas)
p

@7 M
der Zahler ¢, dadurch von der Machzahl Ma,, abhingig ist, dass sich mit wachsen-
der Machzahl die Geometrie des transformierten Fliigels &ndert, und zwar in y- und z-
Richtung. Die Machzahlabhéngigkeit fiir eine gegebene Geometrie kann daher nur punkt-
weise berechnet werden. Diesem Mangel kann teilweise abgeholfen werden, indem ein
Affinititsgesetz fiir inkompressible Strémung (Ma/,, = 0) und fiir Uberschallstrémungen
(Ma' = +/2) verwendet wird. In beiden Féllen gilt fiir Profile und fiir relativ diinne Trag-
fliigel ein Affinitdtsgesetz der Form, dass der Druckbeiwert ¢, den relativen Abmessungen
in z-Richtung proportional ist, also
G~ 7 und Cp~

Dies gilt aber nur fiir Profile und diinne Tragfliigel, bei denen die Abmessungen in z-
Richtung sehr viel kleiner sind als die in x- und y-Richtung. Das Affinitéitsgesetz versagt
z.B. fiir Rotationskérper, fiir die ¢, ~ d/I nicht gilt. Wendet man das Affinitétsgesetz
an, so konnen die Vergleichsrechnungen statt beim veranderten Profil (d'/l' und o) beim

Originalprofil (d/l und «) durchgefiihrt werden. Man rechnet also fiir

/ /
z (0%
Z// = 7= — und a// = =

v\l—Mago\ v\l—Mago\

und erhélt dann aus der Vergleichsrechnung (”) entsprechend dem Affinitétsgesetz einen

Druckbeiwert )
c
C// — p

b \/|1—Mago|

Setzt man dies in die Géthert’sche Regel ein, so folgt

c, B V11— MaZ|c) B c
Cp

_ _ _ P
11— Ma,| 11— MaZ | VL — MaZ |

Diese Fassung des Affinitatsgesetzes nennt man die Prandtl-Glauert-Ackeret’sche Regel.

Sie ldsst sich wie folgt zusammenfassen: Aus dem vorgegebenen Tragfliigel wird ein trans-
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formierter Tragfliigel (") gebildet derart, dass nur seine Abmessungen in y-Richtung mit
dem Faktor /|1 — Ma? | multipliziert werden, wihrend seine Abmessungen in x- und

z-Richtung unverédndert bleiben:

Grundriss: Profilschnitt:

=z

y' = V- My 7=z
A = 1= Md% A o = «
cot” = /|1 — Ma2 | cot o, d/D)" = dji
A=A (f/" = f

Fiir den so transformierten Fliigel berechnet man die Strémung bei Ma, = 0 falls Unter-
schallstromung Ma, < 1 vorliegt und bei Ma”, = /2 falls Uberschallstromung Mao, > 1

vorliegt.

Die Druckverteilung und die aerodynamischen Beiwerte des vorgegebenen Fliigels bei der

vorgegebenen Machzahl Ma, erhilt man dann aus

/! /! /!
Cp Ca Cp

@ = 1 — Ma? o 1 — Ma? 7 M 1 — Ma?
| ol | ol | ol

dCA . (dCA/dOA)” . "

— = e, 0=«
da VT = MaZ| e

Gegeniiber der Gothert’schen Regel ist die Berechnung dadurch vereinfacht, dass die Be-
trachtung verdnderter Profile und verdnderter Anstellwinkel entfillt. Trotzdem bleibt die
mit der Anderung der Machzahl Ma., verbundene Anderung des Fliigelgrundrisses. In 3D

Stromung ist also auch in der neuen Fassung

/!
_ “p

@ 1 — Ma?
| ol

der Zahler ¢; eine Funktion von Ma., und damit von A", und Machzahlabhéngigkeiten
kénnen wieder nur punktweise berechnet werden. Lediglich im Sonderfall der 2D Stromung
entfillt die Koordinatentransformation in y-Richtung, und ¢} ist eine Konstante, die nur
einmal bestimmt werden muss. Die Gleichung gibt dann den Machzahleinfluss analytisch

all.



Inkompressibel Unterschallstréomung Schallnahe Strémung Uberschallstrémung Hyperschallstrémung
Maco Mas =0 0 < Maco 50,8 0,8 S Maco S 1,2 1,2 S Maoo £3,0 3,0 £ Maoo
Paa + Pyy + P2z =0 (1 — Ma2,)pzz + Pyy + P22 =0 (Ma2, — 1)pzz — pyy — P22 =0
A linear linearisiert nicht linear linearisiert nicht linear
1) Singularitéitenmethoden Affinitatsgesetz Vorlesungen Profilaerodynamik | Affinitéitsgesetz
A= 2) Konforme Abbildung (Géthert-, Prandtl- und Konfigurations- (Gothert-, Ackeret-
Profile (Vorlesung Profilaerodynamik ) | Glauert-Regel) aerodynamik Regel)
— Losung analytisch
Methoden siehe Maoo = 0 Maoo = V2
1) Ungepfeilte Fliigel
1<A<oo grofler Streckung Affinitétsgesetz Affinitétsgesetz
(Prandtl, Multhopp) (Gothert-, Ackeret-
(Géothert-, Prandtl- Regel)
Trag- 2) Pfeilfliigel belie- Glauert-Regel) Methoden bei
fliigel- biger Streckung — Maoo = V2
theorie Wirbelleiterverfahren Theorie kegeliger
Panelverfahren Methoden siehe Strémungen (Busemann)
Maso =0
0<A<1 Auftriebsproblem
Theorie
schlanker
Korper

Tabelle: Einteilung der Tragfliigeltheorie

P[uNds)YOISOr) opuaS[o] YIS UWOISI0 Oqe(] "UIIPIUI IR, U9ISnjoSaq

I0p puayPa1dsius STIOS)PSNSeI], oIp [YOIS Jsse] SUunIYNJuly UaSIIOYSIq IOp PUNIY) Ny

y3es8nysSedy, 1op Sunjutyy T

9LJI0O
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Inkompressible Stromung, Ma., = 0

In diesem Fall ist die Potentialgleichung linear. Die Losung fiir das 2D Problem (Profi-
le) mit den in der Tabelle angegebenen Methoden wird in der Vorlesung Aerodynamik
IT behandelt. Die Losung fiir das 3D Problem (Tragfliigel endlicher Spannweite) ist Ge-
genstand dieser Vorlesung, wobei auch der Sonderfall sehr kleiner Fliigelstreckungen im

Rahmen der Theorie schlanker Kérper behandelt werden soll.

Unterschallstromungen, 0 < Mas, < 0,8

Im Rahmen der Theorie kleiner Storungen gilt die linearisierte Potentialgleichung. Die
Unterschallstromungen lassen sich unter Verwendung der Gothert- oder der Prandtl-
Glauert- Regel auf den Fall der inkompressiblen Strémung, Ma., = 0, transformieren. Die
dort entwickelten Berechnungsmethoden besitzen damit iiber den Fall der inkompressiblen
Stromung hinaus allgemeinere Bedeutung. Die Ergebnisse der Theorie schlanker Korper
sind von der Machzahl unabhéngig beim Auftriebsproblem, wihrend beim Dickenproblem

eine Machzahlabhéngigkeit besteht, die fiir den Unterschallbereich berechnet werden kann.

Schallnahe Strémungen, 0,8 S Mao, < 1,2

Auch im Rahmen einer Theorie kleiner Stérungen bleibt die Potentialgleichung nicht li-
near. Fiir 3D Tragfliigelstromungen bei schallnahen Geschwindigkeiten bietet die Theorie
schlanker Korper einen gewissen Zugang beim Auftriebsproblem, der jedoch beim Dicken-

problem nicht gegeben ist.

Uberschallstromungen, 1,2 S Mao, < 3,0

Im Rahmen der Theorie kleiner Storungen gilt wieder die linearisierte Potentialglei-
chung. Unter Verwendung der Gothert- oder der Ackeret-Regel lassen sich alle Uber-
schallstromungen dieses Machzahlbereichs auf den Fall Ma,, = v/2 transformieren. Die
hierfiir entwickelten Berechnungsmethoden besitzen damit allgemeinere Bedeutung. Fiir
2D Stromungen existiert eine analytische Losung (D’Alembert’sche Losung). Die fiir
3D Stromungen in der Tabelle angegebenen Methoden werden im Rahmen dieser Vor-
lesung dargestellt. Wegen der Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der Machzahl beim
Auftriebsproblem gelten die Ergebnisse der Theorie schlanker Korper auch im Uberschall-
bereich, und auch die Machzahlabhéngigkeit beim Dickenproblem lésst sich berechnen.

Stromungen bei hohen Uberschall und im Hyperschall, Mao, > 3,0

Bei hohen Uberschallgeschwindigkeiten, Mao, > 3, ist die Potentialgleichung nicht linear.
Bei sehr grofien Uberschallmachzahlen, Ma., > 5, kommen zur Nichtlinearitit der Aus-
gangsgleichungen noch reale Gaseffekte in Form von Dissoziation und Ionisation hinzu.

Derartige Probleme werden in den Vorlesungen iiber Hyperschallstromungen behandelt.
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2 Der Tragfliigel bei Unterschallgeschwindigkeit

Mit Hilfe der Gothert- oder der Prandtl-Glauert-Regel lassen sich alle Unterschallstrémun-
gen auf den Fall der inkompressiblen Stromung, Ma., = 0, transformieren. Zur Behand-
lung von Unterschallstrémungen wird daher im Folgenden lediglich der Fall Ma,, = 0
betrachtet.

2.1 Allgemeine Losung fiir das Storpotential

2.1.1 Formulierung der Aufgabenstellung

Gesucht: Stromungslosung fiir Gebiet V', das einen oder mehrere aerodynamische Koérper
enthalt.

Fiir inkompressible, drehungsfreie Stromung gilt die Laplace-Gleichung fiir das Stérpo-

tential

Vi =0
Die kinematische Strémungsbedingung lautet

=i =~ Vi

mit dem Vektor der Stromungsgeschwindigkeit im Unendlichen, Voo. Im Unendlichen ver-

schwinden die Storgeschwindigkeiten infolge der Umstromung:

lim =0 ,

r—00
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2.1.2 Allgemeine Losung

Die allgemeine Losung fiir das Storpotential baut auf dem Gauf’schen Theorem auf, das
den Gradienten eines beliebigen Vektors ¢ im Kontrollvolumen V' mit dem Fluss iiber die

Berandung S in Beziehung setzt:

/ﬁ -qdS = /V - qdV GauB-Theorem
S %

und daraus hergeleitet das Green’sche Theorem fiir zwei skalare Funktionen &, ®,:

/(q)lv(bg—(bqu)l)ﬁdS:/(q>1V2®2—®2v2q>1)dV
S 1%

In dem Gebiet zwischen dem Korper Sp und der &uleren Berandung seien die folgenden
Potentialfunktionen definiert:
¢ und
1
w1 =— , rist der Abstand zu P,

,
Se ist die Berandung im kleinen Abstand € um P

S = Sp+ Sw + S

1 1
Aus ¢, p; kann ein Vektor — 7 ¢ — ¢ 7 — definiert werden. Bei der Anwendung des
r T

GauB-Theorems wird die Umgebung von P, V., ausgenommen:
S (1 1 1 9
ne\ZVe—ev o ds = VAL AvaR S dvV-=0
S+5Se V-V.
da ¢, ¢, die Laplace-Gleichung erfiillen.

Ein lokales, kugeliges Koordinatensystem um P zur Auswertung der Integranden des

Oberfliachenintegrals iiber S, liefert:

€, Einheitsvektor zeigt von P weg

_ Oy

Ve = Ty
I 1y, 1. .
vr = 2 er—r2n also:

—/ 18_<p+£ dS+/ lvw—govl -ndS =0
ror r? r r

Se S
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Abschétzung des ersten Integrals:

/dS:47T62 , Tr=¢€

Se

fiir kleine € konnen Gradienten von ¢ vernachléssigt werden: d¢/0r =0 und

_/ (f) dsS = _E—‘izm? = —4mp (P)

r2
Se

Damit ergibt sich
1 1 1y
p(P)=1 [ (- Ve—pv_) -ids
T r r
s

Das ist die gesuchte Potentialfunktion fiir einen beliebigen Aufpunkt P in V| enthélt ¢,
Jp/On an den Réndern S.

Eine weitere Losung fiir das Storpotential kann fiir eine Stréomung innerhalb von Sp
angegeben werden. Es wird der Fall betrachtet, bei dem P mit S, auflerhalb von Sp
liegt: Dann gilt innerhalb fiir das Storpotential ¢; wiederum nach Anwendung des Gauf-

Theorems
1 1 1 o
0=— (——V%+%V—)-nd$
47 r r

S

Addition der letzten zwei Gleichungen liefert

1 1 17 4
p(P) = I {;V(@‘%)—(SO—%)V;}'TLCZS
S
1 1 1
+— / (—V¢—¢V—)'ﬁds
47 T r
Sw+Seo

Wenn S, weit von Sz entfernt ist, kann

1 1 N\
ww(P)ZZ/(—Vw—sov—)-ndS
v T T

Soo

als Storpotential der Anstromung aufgefasst werden. Mit ¢ = 0 fiir r — oo ergibt sich

9000(P>:C
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Fiir das Oberflichenintegral des Nachlaufs Sy, gilt:

- Nachlauf ist diinn,
- Nachlauf ist kraftefrei,

- Geschwindigkeitsvektor verlduft kontinuierlich iiber Nachlauf,

also ist g_go kontinuierlich tiber Nachlauf.
n

Damit heben sich bei der Integration iiber Ober- und Unterseite des Nachlaufs die Beitrage

1
des Terms — v/ ¢ - 7 auf.
r

1 1 17 4
p(P) = I {;V(@‘%)—(SO—%)V; -1dS
S
_ L I 1dS+ (P)
A pn Vr Poo

Sw

Der resultierende Verlauf des Storpotentials an Sp ist:

Offensichtlich ist das Strémungsproblem nach dieser Gleichung gelést, wenn es gelingt,
die Storpotentiale und ihre Ableitungen am Rand zu bestimmen. Die Differenzen in den

Gradienten der Storpotentiale werden als Potentialquelle bezeichnet,

_8_80_8801'
on  On

und die Differenzen der Storpotentiale als Dipol:

—H =9 = Y
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Damit ist die allgemeine Losung des Storpotentials

= b))

S

1 . 1
+E/M”'V<;) dS + poo(P)
Sw

Im Integral des Nachlaufs ist p nicht als —pu = ¢ — ; definiert, sondern p ist die

Potentialdifferenz zwischen oberer und unterer Nachlauffliche. Nach dieser Interpretation
ist das Integral iiber den Nachlauf von der Hinterkante des Korpers bis zum Ende des

Nachlaufs stromabwérts zu nehmen. Der Vektor 7 zeigt normal zur Oberfliche und somit

0
gilt -7 = o Die allgemeine Losung kann also auch geschrieben werden:
n

o(P) =~ [0 (1) e (%)} a5+ [l (%) 45 + puc(P)

B Sw

Die Betriage von Quellen und Dipolen verschwinden mit » — oo und somit wird die Rand-
bedingung im Unendlichen erfiillt (vgl. Kapitel 2.1.1). Fiir die Losung des Stromungspro-
blems miissen die Quell- und Dipolverteilungen auf der Oberfliche so bestimmt werden,
dass die kinematische Stromungsbedingung erfiillt wird. Zur Losung sind verschiedene

Kombinationen von ¢ und g prinzipiell moglich.

Fiir »r — 0 werden die Geschwindigkeiten von Quellen und Dipolen singuldr, daher der

Name Singularitéten.

2.1.3 Deutung von punktférmigen Singularititen

2.1.3.1 Quellsingularitit o

Das Storpotential einer punktformigen Quelle mit dem Punkt im Ursprung des Koordi-

natensystems ist nach der allgemeinen Losung

g

=y

m3
Die Quellergiebigkeit o {

—} entspricht hier einem Volumenstrom, der im Ursprung er-
s

zeugt wird.
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Es werden nun die Ableitungen des Storpotentials in Kugelkoordinaten mit den Einheits-

vektoren €., €g, €y in radialer Richtung und den Richtungswinkeln © und 1 betrachtet.

— "ﬁ_k"li_ké‘#g
V= eT@r 697“0@ Y sin © 00

Der Gradientenoperator

liefert den Vektor der Storgeschwindigkeit

Uy o /4mr?
Vy 0

Die von der punktformigen Quelle induzierte Geschwindigkeit hat nur eine radiale Kompo-
nente und nimmt mit 1/r? ab. Kugeloberfliche ist 47r2. Also ist die Kontinuit#tsgleichung

erfiillt aufler im Ursprung.

Im 2D Fall mit dem r, ® Koordinatensystem ist die tangentiale Komponente der Ge-
schwindigkeit vg = 0, und v, ist nur eine Funktion von r. Die radiale Geschwindigkeit

muss die Kontinuitétsgleichung erfiillen:

27rv, = const. = o (fiir alle r)

2
m

Die Quellergiebigkeit o | — | ist jetzt der Volumenstrom/Breite, der durch die Kreise um
s

die 2D Quelle flieit. Daraus folgt

_O%q_ o . _10vg _
a °Troae

U prng
" or omr

0

und das Storpotential kann durch Integration ermittelt werden:

g

@Q:%lnr

Fiir eine 2D-Quelle im Punkt (2/, 2’) lauten Storpotential und Geschwindigkeiten in Auf-

punkt (zx, z)
o
vQ =5 In \/(x—:c’)2+(z—z’)2 :
_dp o x—a

YT T o (x—2) + (2 - 2)°

Oy o z—2

v 0z 2m (x—:c’)2+(z—z’)2 ’

vgl. auch Vorlesung Stromungsmechanik IT.
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2.1.3.2 Dipolsingularitit p

Das Storpotential eines punktformigen Dipols ist nach der allgemeinen Losung
. 1
¥p = 4ﬁ n-\ (‘)
T r

0
Der Vergleich mit der Quelle ¢g = —% zeigt, dass pp = o (pg) fiir Singula-

4
m
ritidtenstdrken o = £ ist, da die Einheit der Dipolstérke {—} betrigt.
s

Zur Veranschaulichung des Charakters der Dipolstromung wird eine Anordnung von Senke
und Quelle betrachtet:

Senke im Koordinatenursprung
Quelle im Punkt I

o (1 1
Storpotential pgs = ( =i 1] )
T -

I zeigt in Richtung von 7

L=, r=17

l

o~

Fiir | — 0 nimmt Storpotential ab. Wir wéhlen o so, dass ol = const. = u, d. h. 0 — o0

fir [ — 0. Also .
. o (IF l\ 7]
= 1 — | —

Fiir [ — 0 gilt:

AF=d =2 (17— 1= 171) - ~leosd
o lcosy 3 cos
ras = Arl 2 4 r2

¥ ist der Winkel zwischen Dipolachse und Vektor 7.

Wir nehmen nun an, dass die Dipolachse in Richtung des Normalvektors n zeige,

ren

cost) = ——:
|7] o
o um-eT
L -
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1 1
Mit m"=e.r, v <—) =é, <——2) ergibt sich
r r

B 1
=—n- - =
PQs . \V4 , (2] 5)

Das Dipolelement kann also aus einem Quell-Senkenpaar mit dem Abstand [ — 0 ent-

wickelt werden, dessen Achse in Normalenrichtung 7 zeigt.

Die qualitative Auswertung des Storpotentials in einem Koordinatensystem, dessen -
Achse mit 7 zusammenfillt, ergibt ein Stromlinienbild, das im Raum die Form eines
Donut mit der Lochgréfle — 0 annimmt.

z

- keine radiale Symmetrie
- gerichtet
- Form eines kleinen runden Strahls in

der Néhe des Ursprungs

X

Der 2D Dipol kann durch Zusammenfiigen von 2D Quelle und Senke mit der Dipolachse

in Richtung von 7 erhalten werden. Wie im Fall der punktférmigen Singularitéiten gilt fiir

o=

0 o In
= ——= =—Inr
also 5 .
u o 7T
= —— l = —— . 1 = —-— ——
¥D 21 On (Inr) 27rn v (In7) 21 12

3
Die Einheit der Stéirke eines 2D Dipols ist lﬁ} .
s

Das Storpotential im Aufpunkt (z, z) fiir einen 2D Dipol im Punkt (2, 2’) mit der Dipo-
lachse in z-Richtung lautet
x—1

__ M
P2 = 21 (x — ')’ + (2 — 2)*

dp _p (w—a) —(z-2)

or 2w [(z — ') + (2 — z’)2}2

LYo _ g 20@-a)(-2)

0z 27 [(m _ x’)2 +(z— z’)2}2
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Das Stromlinienbild des ebenen Dipols zeigt in der Umgebung des Ursprungs einen kleinen,

ebenen Strahl in Richtung der Dipolachse 7.

N/
AEONN

¢ = const. Stromlinien

2.1.4 Deutung von Singularitidtenverteilungen auf Oberflichen

Das grundlegende Vorgehen bei analytischen und numerischen Verfahren der Aerodyna-
mik besteht darin, Singularitdtenverteilungen auf Oberflichen zu verteilen, um dort die
kinematische Stromungsbedingung zu erfiillen. Fiir eine Auswahl der geeigneten Bele-

gungen ist es notwendig, sich iiber die zu erwartenden Stromungsverldufe im Klaren zu

sein.
2.1.4.1 2D Quellverteilung

Betrachtung eines Sonderfalls:

ZA
- Quellen auf 2’-Achse zwischen x;
und o
- Diskontinuitdt in w fiir z =0
+
09" , - Aufpunkt P(z, z)
0z o (X)
$-6-6606-6060069 >
X 09 l i i X2 XX
z

Die 2D Quellverteilung wird durch kontinuierliche Belegung mit 2D Punktquellen erzeugt.
Nach Abschnitt 2.1.3.1 ergibt sich

T2

o (x,2) = %/a(w’) Iny/(z — 2/)* + 22 da’

1

Die Quellergiebigkeit o [@] ist jetzt ein Volumenstrom /Fliche.
s

x2

1 , r—a ,

vz = o [ o) e
1

w(r,z) = — [ o)
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Eigenschaften von w:

— Fiir 2 — 0 ist Integrand in Glg. = 0 aufler fiir 2’ = x
— Integral fiir z — 0 hidngt nur von o(z') = o(z) ab

— Integrationsgrenzen auf ‘oo erweitern

Grenzbetrachtung fiir 2 — 0 von oben

neue Integrationsvariablen:

o /
T
z z
IR o(x) . —d\
w(e0t) =l 5o / T+ X2
+0o0o
= o() arctan)\‘
2w .
_o(x) [m ™) _ o(x)
o [E ( 2)] 2
Entsprechend wird
w (x,Oi) = i@

Fiir beliebige Quellverteilungen o (x) springt die Normalgeschwindigkeit an der Stelle (x, 0)

von —% fir z = 07 auf % fiir z = 07. Die resultierende Stromung ist symmetrisch zur

z-Achse.

— geeignet zur Berechnung von Verdringungsproblemen, vgl. Vorlesung Stromungsme-
chanik II.
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2.1.4.2 2D Dipolverteilung

Betrachtung einer Dipolverteilung entlang der x-Achse

ZA
- Dipole auf z’-Achse zwischen x;
und
- Dipolachse in z-Richtung
T T T ! (x) i - Diskontinuitdt in ¢ fiir z = 0
X, T T ;(2 X, X'

Die 2D Dipolverteilung wird durch kontinuierliche Belegung mit 2D Punkt-Dipolen er-
zeugt. Nach Abschnitt 2.1.3.2 ergibt sich

T2

o(z,2) = ;—;/M@/)m da’

1

2
Die Dipolstéarke hat jetzt die Einheit {ﬁ} .
s

u(z,z) = l//QL(x') (z - o)z 5 da’

w(z,z) = p(z')

Eigenschaften:
— o der Dipolverteilung hat gleiche Form wie w der Quellverteilung

— Fiir z — 0T entsteht daher ein Sprung im Stérpotential

— Analogie mit Quellverteilung: | (2, 0%) = :F@

2

— Diskontinuitéit in der tangentialen Geschwindigkeit héngt von der Anderung des

Geschwindigkeitspotentials in xz-Richtung ab:

0 1d
u (z,0%) = 8_“; (,0%) = jFid_/;
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Zirkulation der Dipolverteilung von x; bis x,u(z < x1) = 0: Dafiir Auswertung des

Linienintegrals auf der Oberseite der Achse, z = 07, von z; bis  und dann bei z = 0~

zuriick:
T 1
Lo = /u(x',0+) dx'+/u(x',0_)dx'
1 [du 1 [ dp )
= 73 / T / Pl
1 T
= —u(x)

Die Zirkulation einer Dipolverteilung ergibt sich als Differenz zwischen Anfangswert und

Endwert der Dipolstiarke an den Réndern des Integrationsgebietes.

Eine Dipolbelegung erzeugt eine unsymmetrische, gerichtete Strémung, die je nach Ver-

teilung auch Zirkulation enthalten kann

— geeignet zur Berechnung von Verdriangungs- und Auftriebsproblemen.

2.1.4.3 2D Wirbelverteilung

Betrachtung einer Wirbelverteilung entlang der x-Achse

zA P(x,2) dv

N N A WA NS
4 \Ji \Ji \Ji \Ji \Ji X,X/

ﬂdxlk

Die Verteilung k£ kann als Wirbelstéarke/Lénge [T} aufgefasst werden. Der Geschwin-
digkeitsvektor kann in einem beliebigen Punkt mit Hilfe des Biot-Savart’schen Gesetzes

berechnet werden, z.B.
_ kdx!

dv
2rr

(Formeln siehe Stromungsmechanik II). Die gesamte Zirkulation der Wirbelfliche ist of-
fensichtlich

x2
ir = k() , T = / k(2')da!

1
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Die Zirkulation folgt auch aus der Auswertung des Linienintegrals, das den Bereich von

dz’ gerade umschliefit.
dl' = (u(2’,0%) —u(2’,07))da’

Also ergibt sich iiber die Wirbelverteilung ein Spung in der tangentialen Geschwindigkeit

N C))
u(z,0%) = :I:T

Der Sprung in der tangentialen Geschwindigkeit entspricht der lokalen Wirbelstéarke k.
Vergleicht man dieses Ergebnis fiir die Wirbelverteilung mit dem Ergebnis fiir die Dipol-
verteilung aus Abschnitt 2.1.4.2

1du
+ — L,
u(z,0%) = ZFde

ergibt sich, dass Wirbelverteilung und Dipolverteilung dquivalent sind, wenn gilt

2.2 Skelett-Theorie fiir schlanke Profile
2.2.1 Aufgabenstellung

Es soll die Stromung

2 A um ein Profil in der x-
z-Ebene betrachtet wer-
v den. Dabei sei vorausge-
— f > 5 setzt, dass
RN j relative Dicke d/l
b1l ZE 1 relative Wolbung  f/1
Anstellwinkel Q
klein sind.

Die zu l6sende Potentialgleichung lautet

Die zugehorigen Randbedingungen sind

Weit weg DT — 00 D=9, =0
d

Am Korper @ zx = —ax + 20 £ 20 ox W
dx Ve

Kinematische Stromungsbedingung
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Setzt man zx in die kinematische Stromungsbedingung ein, so ldsst sich das Problem
aufspalten (vgl. Abschnitt 1.2.3) in

dx(® W LA
de ot Vo b de V—Oo

Auftriebsproblem Dickenproblem

Angestelltes Skelett Nichtangestellter Tropfen

Im Folgenden soll das Auftriebsproblem behandelt werden. In diesem Fall ist die Losung
der Potentialgleichung durch die beiden Randbedingungen noch nicht eindeutig festgelegt.

Mogliche Losungen unterscheiden sich

T

T" zu klein T richtig I' zu grof3

]
)

wie skizziert hinsichtlich der Lage der Staupunkte. Die Auswahl der richtigen Losung
erfolgt entsprechend dem Verhalten der reibungsbehafteten Stromung an der Hinterkan-
te: Dort findet keine Umstromung statt, sondern die Stromung fliefit glatt ab, und es
ist pun = pop- Dies ist die Kutta’ sche Abflussbedingung, die bei den Randbedingungen
des Auftriebsproblems als Nebenbedingung hinzukommt. Die in der Skizze dargestellten
Losungen unterscheiden sich beziiglich der Zirkulation ' = § Vd5. Dies bedeutet, dass
durch die Kutta’sche Abflussbedingung auch die Zirkulation I"' und damit nach dem Jou-
kowsky’schen Satz

A = pbV, I’

auch der Auftrieb festgelegt wird.

2.2.2 Skelett-Theorie

Die Losung des Auftriebsproblems soll nun mit dem Ansatz behandelt werden,
Grundlosungen der Potentialgleichung (Singularitdten) so zu iiberlagern, dass die kine-
matische Stromungsbedingung als Randbedingung erfiillt wird. Dieses Vorgehen wird als

Singularitdtenverfahren bezeichnet.
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2.2.2.1 Grundgleichung

Breite b L ZF

z
dar
208) (x) r{ Vo
< l_w
@ ! g
{oo' -« o | da' <_f v
x
k“
B C .
z
dar
u
' N -
Tt T {7 >
! x
- 2 | dT’ |« —dw
x
-~ | —— >

Betrachtet sei ein Skelett 2()(x)
mit kleiner Wolbung f /1 bei klei-
nem Anstellwinkel . Dieses Ske-
lett wird mit einer Verteilung von
Potentialwirbeln belegt. Die Wir-
beldichte sei

dr

k(z) = —

(@) = -
Wirbelstérke m_2i om
Lénge sm s

Damit ist die ortliche Zirkulation
dl' = k(z")dx'

und die Gesamtzirkulation

I
= /k(x’)dx’,
0

und fiir den Auftrieb gilt

A= bVl
(Joukowsky’scher Satz)

Der an einem Element dz’ wirkende Auftrieb lidsst sich darstellen als

dA = pbV, k(z") da’

und aus der Druckdifferenz folgt:
dA = (pun - pob)b dI/

Aus dem Vergleich ergibt sich

Pun — Pob = pvook(x/>

Die ortliche Wirbeldichte ist der Druckdifferenz proportional. Die Kutta’sche Abflussbe-

dingung p., = pe ist an der Hinterkante erfiillt, falls

Eine realistische Wirbeldichtenverteilung k(z’) mit diesem Merkmal ist in der Figur skiz-

ziert. Fiir die Berechnung der Wirbeldichtenverteilung k(z’) kann auf Grund
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der Voraussetzung kleiner relativer Wélbung die Wirbelverteilung wie skizziert néhe-
rungsweise auf der Sehne angeordnet werden, und die zur Erfiillung der kinematischen

Stromungsbedingung

£o®) o
dx T

erforderliche Storgeschwindigkeit w(®) wird ebenfalls niherungsweise fiir einen Aufpunkt

auf der Sehne ermittelt. Die Wirbelverteilung auf der Sehne des Skeletts induziert in ihrer
Umgebung Storgeschwindigkeiten entsprechend dem Biot-Savart’ schen Gesetz. Fiir einen
Aufpunkt auf der Belegungslinie (x-Achse) ergibt sich dabei (vgl. Abschnitt 2.1.4.3)
k
u(z,z = +0) = j:%
Damit ist

Uop — Uyn = Vob — Vun - k($)

Beim Durchtritt durch die Belegungslinie einer Wirbelverteilung springt die induzierte
Langskomponente u um die Wirbeldichte k. Die Gesamtgeschwindigkeiten sind im Rah-

men der Theorie kleiner Stérungen

k
V;)b - Voo + 5
k
Vun = Voo -3
2
Fiir den Druckbeiwert folgt daraus
P—Px 4 % k < k )2 — oben,
C, = = _— = :F— — _ ,
g %Vfo & Voo 2V + unten
und fiir kleine Stérungen bleibt
o 2u k
AT

Fiir die Storgeschwindigkeit w folgt aus dem Bio-Savart’schen Gesetz entsprechend der

Figur

Cdw = ar _ k(a')da!
v 2m(z —2')  2m(x — )
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Darin bedeuten

2’ Induzierende Stelle. Dies ist der Ort, an dem der Wirbel sitzt. Von dieser Stelle geht
die Induktion aus.

x Aufpunkt. Dies ist der Ort, an dem die induzierte Geschwindigkeit berechnet wird

und in dem die kinematische Stromungsbedingung erfiillt wird.

Mit dem Ergebnis fiir w lautet die kinematische Stromungsbedingung

(67

l
B d=¢) 1 jé k(x')dx'
de 2wV z—a

0

Dies ist die Grundgleichung der Skelett-Theorie. Sie stellt einen Zusammenhang zwischen
Skelett und Anstromung einerseits und der Wirbelverteilung andererseits dar. Die beiden
Hauptaufgaben der Profiltheorie fithren auf folgende Probleme:

Entwurf (1. Hauptaufgabe): Nach der Integration ist eine gewohnliche Differential-

gleichung fiir die Skelettform z(*)(x) zu l6sen.

Nachrechnen (2. Hauptaufgabe): Es ist eine Integralgleichung (1. Art) fiir die Wir-

beldichtenverteilung k(z') zu losen.

Fiir beide Aufgaben kommt erschwerend hinzu, dass der Integrand fiir ' = = singular

wird, so dass der Cauchy’sche Hauptwert des Integrals

l T—e 1
/ ! / / / /
]{, k(x")dz  lim / k(x")dx N / k(x")dx
r—x e—0 r—x r—x
0 0 z+e

gebildet werden muss.

2.2.2.2 Losungsverfahren

Das auftretende Integral mit singuléirem Kern kann folgendermafien weiterbehandelt wer-
den:

Koordinatentransformation. Man geht von den Variablen z,z’ zu trigonometrischen Va-

riablen ¢, ¢’ iiber geméif

r = é(l + cos )

[
¥ = 5(1—|—COSI9/) und dx':—%sinﬁ'dﬁ'
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Dies bedeutet folgende Zuordnungen

r = 1 ¥ = (0 Hinterkante
— % ¥ o= 5 Profilmitte
Z = 0 ¥ = 7 Vorderkante

Damit geht die Grundgleichung der Skelett-Theorie iiber in

o — =

dx B Ve 27V cos ) — cos ¥’

A w®) 1 ; k(') sin

0

Ansatz fiir die Wirbeldichtenverteilung k(') nach Ackermann und Birnbaum:

: R S
k(9') =2V, <A0 tan; + ZA" smm9)

n=1

Aus diesem Ansatz ergibt sich fiir die Hinterkante

?=0 :  k(0)=0

Die Kutta’sche Abflussbedingung ist somit automatisch erfiillt. Mit

; ¥ 1 —-cos?
an— = ———
2 sin ¥

folgt fiir die induzierte Geschwindigkeit w(4)

™

1 cos ¥ , sinnd siny’
~w(i) = Voo | Ao f{;cosﬁ—cosﬁ’dﬁ +ZA jé;cosﬁ—cosf}’ah9
0

Die auftretenden Integrale lassen sich alle auf die Losung

1 jg cos nv’ g — sin n

It S - . =0.1.2...
cos ) — cos Y sing " T

0

zuriickfithren. Dies ist das bekannte Glauert’ sche Integral. Fiir das erste Integral folgt

unmittelbar

s

l]/ﬂ 1 —cosd 29 — 1

T cos ) — cos Y
0
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und fiir das zweite Integral folgt mit

1 1
—sinny’ siny = 3 cos(n + 1) — 3 cos(n — 1)9'
: L. 1.
cosndsiny = 5 sin(n + 1)0 — 5 sin(n — 1)v

1 jg sin ny’ sin ¥/ 9 — lsin(n+1)J 1sin(n—1)J
7w ) cosd —cos? 2 sind 2 sind

= cosnd
0

Damit ergibt sich aus der Grundgleichung der Skelett-Theorie

dz)
dx

o —

N
= A —I—ZAncosm?

n=1

Damit sind die Integrale mit singuldrem Kern gelost, und es bleibt eine algebraische

Gleichung iibrig. Die beiden Hauptaufgaben der Profiltheorie stellen sich jetzt wie folgt

dar:
Entwurf o Ap, Ay ... Ay gegeben. Es ist eine gewohnliche Differentialgleichung
fiir 2(5) (1Y) zu losen.
Nachrechnen : Geometrie 2(*)(9) und Anstrémung o sind gegeben. Die Koeffizi-

enten des Ansatzes Ag, A; ... Ay sind gesucht. Fiir diese Aufgabe
gibt es folgende Losungsmoglichkeiten:

Gleichungssystem. Die algebraische Gleichung wird an N+1 Stellen ¥ erfiillt. Damit ergibt
sich ein lineares Gleichungssystem von N + 1 Gleichungen fiir die NV + 1 Unbekannten
Ag, Ay ... An.

Fourieranalyse. Mit Hilfe der Euler-Fourier’schen Formeln lassen sich die Fourierkoeffizi-
enten durch die gegebene Kontur 2(*) ausdriicken.
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Man erhilt dabei unmittelbar

(3)
Ay = a—lfdz (9)do
0

™ 5)
A, = —g/dz () cosnddd ; n=1,2,...N.
T
0

Fiir diese beiden Beziehungen existieren auch fiir die Auswertung bequeme Summenfor-

meln.

2.2.2.3 Aerodynamische Beiwerte

Fiir den Druckbeiwert ¢, folgt aus dem Ackermann/Birnbaum’schen Ansatz

o

N
cp(V) = ZF@ = F2 (AO tang + Z A, sin m9>

n=1

Fiir den Auftriebsbeiwert ergibt sich

2 l

!
bV /kxd:c 1
C:A:p ) (x) :2/@61({)
¢ V2bl V2ol Ve ’
0

NI

und unter Verwendung der trigonometrischen Variablen lésst sich schreiben

Cq = / kéi) sin ddv
0

Setzt man hier den Ansatz ein und verwendet wieder tan 2 = (1 — cos?)/sin 4, so folgt

m ™

N
Ca =2 AO/(l — cosﬁ)dﬂ+z An/sinnﬁsinﬁdﬁ

0 n=1 0

Fiir das zweite Integral gilt

™

/ sin nY sin 9dY¥ =

0

fir n=

2
0 fir n#1
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Damit ist

Cazzﬂ'(Ao—'—%)

Nur die beiden ersten Glieder des Ackermann/Birnbaum’schen Ansatzes tragen zum Auf-

triebsbeiwert bei. Setzt man Ay und A; ein, so folgt

1 [ de
Co=2T a—;/ I (1+ cos¥)dv
0

Andererseits ist der Auftriebsbeiwert linear vom Anstellwinkel a abhéngig (siehe Vorle-

sung Stromungsmechanik IT) entsprechend

de,
do

o = —(a— )

Der Vergleich liefert fiir den Auftriebsanstieg

de,

Tta _ 9
do T

Dieses Ergebnis gilt fiir alle Skelettlinien, ist also unabhéngig von der Skelettform.

Weiterhin ist der Nullauftriebswinkel

1 (s)
ap = —/ djx (14 cos?)dv
0

Dieses Ergebnis ist von der Skelettform abhéngig. Eine analoge Integration kann auch fiir
den Nickmomentenbeiwert durchgefithrt werden. Dabei ergibt sich nach einfacher Rech-

nung

NlH

!
1
Muen, pbVy ) / x)xdr / 1
Cm lase = = - 7

e EVZbI? EV2bI? J Voo
Geht man wieder zu den trigonometrischen Variablen iiber und setzt man den Acker-

mann/Birnbaum’schen Ansatz ein, so folgt

Ca

= T 2Ag+ 24, + A) =~ —(A1 + Ay)

Cm lase -
e 4 4
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Nur die ersten drei Glieder des Ackermann/Birnbaum’schen Ansatzes tragen zum Nickmo-
ment bei. Vergleicht man wieder mit der bekannten linearen Abhéngigkeit (siehe Vorlesung
Stromungsmechanik 1)

dey,
_ Nas,
Crmpgse — - Cq + Cmo

de,
so folgt

Dies ist der auftriebsunabhéngige Teil der Druckpunktlage

Tp dCmpue  Cmo0 TN Cmo

) dCa Cq [ Cq

Fiir groffe Anstellwinkel und damit grofle Auftriebsbeiwerte wandert der Druckpunkt ge-
gen diesen Punkt, zp — zn. Er heifit Neutralpunkt. Dieser Neutralpunkt ist fiir alle
Skelettformen gleich, und er liegt im /4-Punkt. Der Vergleich liefert weiterhin fiir den

Nullmomentenbeiwert

T 1 [ d2®
Cmp = _Z(Al + Ap) = 5/ o (cos ¥ + cos 219)dd
0

Dieser Beiwert ist von der Skelettform abhéngig. Er bestimmt die Druckpunktwanderung.

2.2.2.4 Normalverteilungen

Die ersten Glieder des Ackermann/Birnbaum’schen Ansatzes sind fiir die Umstrémung
von Skelettprofilen von fundamentaler Bedeutung. Sie sollen im Folgenden kurz dargestellt

werden.
1. Birnbaum’sche Normalverteilung

Das erste Glied lautet fiir sich genommen

1 — cos?
sin ¥

B (1 —=cos¥)(1 —cos?) /1 — cos?
B QVOOAO\/ 1 — cos? v = 2Voo Ao 14 cos?

Die Riickkehr zu den urspriinglichen Koordinaten mit

9
k‘l(’lg) = QVOOA() tan §:2V00A0

1+cos19:2? ; 1—c0819:2(1—§)
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liefert
1—=x/l
x/l

ky (f

Dies ist die 1. Birnbaum’sche Normalverteilung.

) — 2V A,

o~

Fiir die von dieser Verteilung induzierte Geschwindigkeit w(z) folgt

k1‘ w
— = —Ay = —a = const.
N Dies ist ein konstanter Abwind.
0 1 -
/I Die kinematische Stromungsbedin-
w /Voo‘ R gung lautet
(E/l dz(s)
o — = A,
Y \ Y \/ \ \ dx
A —A
z/l 0 Die Losung ist
- 2(z) = (a = Ag)z +C
ta{' x/l
Mit 20 (0) = 0  folgt C =0
A9 = 0 folgt Ay =«
Damit lautet das Skelett:
) =0

Die 1. Birnbaum’sche Normalverteilung beschreibt also die Stromung um eine unter dem

Anstellwinkel o = Ay angestromte ebene Platte. Fiir deren aerodynamische Beiwerte folgt

dc,
c T 1o T
. T . Tp Tp TN 1
T N e —_ = — a ’ _— = — = —
Nase 2 l l l 4

Der Druckpunkt (= Neutralpunkt) liegt also bei der angestellten ebenen Platte im [/4-

Punkt (= Schwerpunkt der 1. Birnbaum’schen Normalverteilung).
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2. Birnbaum’sche Normalverteilung

Das zweite Glied lautet fiir sich genommen

ky (9) = 2V Ay sin @ =2V Ajy/(1 4 cos 9)(1 — cos ¥9)

e (7) = ey (-7)

Dies ist die 2. Birnbaum’sche Normalverteilung. Es handelt sich um eine elliptische Ver-

teilung.

Der von ihr induzierte Aufwind ist

A
k
? wv(j):—Alcosﬁ:—Al(2§—l)
N Dies ist eine lineare Aufwindvertei-
0 1 Vx /i lung. Die kinematische Stromungs-
bedingung lautet
w/ve] (s)
d S
a— : = A cos ¥ = Ay <2£—1>
‘ dx [
[ o
> Die Losung ist
| \ 1 /1 &
72
_A, 2)(z) =ax— A <T—x)+0
Z(S)/l“
I
Mt z®0) = 0 folgt C=0
0 1 o
— z/l
Vo () = 0 folgt a=0
2(5) T [x
Somit Skelett: = Alf (7 — 1)

Die 2. Birnbaum’sche Normalverteilung beschreibt also die Strémung um ein sehnenpar-

allel (v = 0) angestromtes Parabelskelett. Seine relative Wolbung betragt

f_A

l 4
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Fiir die aerodynamischen Beiwerte gilt

A
Ca = 2%—1:47ri
2
f ITp
Cmngse — —§A1:—27T7_ CaT
D . 1
I 2

Der Druckpunkt liegt in der Mitte des Parabelskeletts (= Schwerpunkt der 2. Birn-

baum’schen Normalverteilung).
1. + 2. Birnbaum’sche Normalverteilung

Die Uberlagerung der beiden Wirbeldichtenverteilungen

k (V) = ki (9) + ko (V) =2 V(a tang—i-ll% sin )

liefert die Addition der beiden bisher untersuchten Skelettumstrémungen:

A A A

k k k

k1 + ko
kl k2

¥ ;mﬂﬂﬂﬂﬂﬂm\l

Voo

Die Ergebnisse fiir die induzierte Geschwindigkeit w (x) sowie fiir die Skelettlinien addieren
sich ebenfalls. Damit beschreiben die 1. + 2. Birnbaum’sche Verteilung die Stréomung um

ein angestelltes Parabelskelett.

Die Uberlagerung der 1. + 2. Birnbaumverteilung kann auch in der Form

k() = k3(V) + ka(9) =2V | (o — o) tan g + ap tan g + A sin ¢

vorgenomimen werden.
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Dies liefert (ag < 0)

i)

‘s = 2Voo (ar — ao)tan%

Dabei ist

k4

Alsiné‘:kg
S

k3(¥) = 2 Vio(a — ap) tang

eine 1. Birnbaumverteilung mit zugehorigem Anstellwinkel o — g und

ki =2V, (ao tang +4§ sin 19)

o7

die sogenannte Nullverteilung. Sie besteht aus einer negativen 1. Birnbaumverteilung (we-
gen ag < 0), die den Auftriebsbeiwert 27y = 27(—24) =
2. Birnbaumverteilung, die einen Auftriebsbeiwert +4 7 f/l zur Folge hat. Mithin tragt
die Verteilung k4(1)) nicht zum Auftrieb bei. Der Auftrieb riihrt allein von der Verteilung

k3(0). Sie stellt eine ebene Platte mit dem Anstellwinkel o — oy dar.

— 47 f/l liefert und aus der

Fiir den Auftriebsverlauf lassen sich diese Ergebnisse wie folgt darstellen:

A

f/l>0

(k) A/1=0
| !
(k2] y
A
(k3)
(k1
Y Y
(07
- o — ag——»

\
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Die Wirbeldichtenverteilung fiir ein Parabelskelett (f/l > 0) beim Anstellwinkel « ldsst

sich also zusammensetzten

— entweder aus der Wirbeldichtenverteilung k; (1)) einer ebenen Platte beim Anstell-
winkel o und der Wirbeldichtenverteilung ks (1J) des nicht angestellten Parabelske-
letts

— oder aus der Wirbeldichtenverteilung k3(¢) einer ebenen Platte mit dem Anstell-
winkel o — g und der Nullverteilung k4(?), die ihrerseits aus der Wirbeldichten-
verteilung einer negativ angestellten ebenen Platte und der Wirbeldichtenverteilung
k2(9) des nichtangestellten Parabelskeletts besteht.

Die letztere Art der Uberlagerung ist deshalb von groer praktischer Bedeutung, weil mit
ihrer Hilfe der Auftrieb eines gewolbten Skeletts auf den einer entsprechend angestellten
Platte zuriickgefiihrt werden kann. Auf diese Weise kann bei einem Tragfliigel unendli-
cher Spannweite eine evtl. vorliegende Profilwélbung (aerodynamische Verwindung) auf
eine Plattenstromung mit verdndertem Anstellwinkel (geometrische Verwindung) zurtick-

gefiithrt werden.
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2.3 Wirbelmodell fiir das 3D Problem

Fiir die Losung der Potentialgleichung

Prx + Pyy + Pzz = 0

mit Hilfe des Superpositionsprinzips ist aufler der Translationsstromung auch der Po-
tentialwirbel eine Grundlésung. Nach dem Helmholtz’schen Wirbelsatz (siehe Vorlesung
Stromungsmechanik IT) konnen aber Wirbelfdden im Stromungsfeld nicht enden. Sie
miissen entweder in sich geschlossen sein oder ins Unendliche verlaufen. Unter Beriicksich-
tigung dieser Fakten sind nun Potentialwirbel an einem Tragfliigel endlicher Spannweite
anzuordnen, um damit die Potentialgleichung 16sen zu kénnen. Dies fiihrt auf das Wir-
belmodell fiir den Tragfliigel endlicher Spannweite.

Im Folgenden soll ein ebener (unverwundener) angestellter Plattenfliigel endlicher Spann-
weite betrachtet werden. Man kann zu einem sehr einfachen Wirbelmodell gelangen, indem

man die Wirbeldichtenverteilung & (z') zu einem Einzelwirbel der Stérke
!
= / k(2")d2'
0

zusammenfasst und indem man diesen Wirbel in der /4-Linie (Schwerpunkt der 1. Birn-
baum’schen Verteilung, Theorem von Pistolesi) anordnet. Dieser Wirbel reprisentiert den
Tragfliigel; er ist an den Fliigel gebunden (Gebundener Wirbel). Dieser Wirbel kann am

GW Gebundener Wirbel
RN FW Freier Wirbel

Fliigelende nicht aufhoren, sondern er muss sich dort nach hinten in die freie Stréomung
hinein fortsetzen und bis ins Unendliche verlaufen. Dies fithrt zu den beiden freien, im
Bild dargestellten Wirbeln. Auf diese Weise gelangt man zu dem sogenannten Hufeisen-
wirbelmodell fiir einen Tragfliigel endlicher Spannweite. Dieses einfachste Wirbelmodell
tragt zwar der Existenz der freien Wirbel Rechnung. Es ist jedoch als Grundlage einer
Tragfliigeltheorie ungeeignet, weil die Zirkulation I' langs des Wirbelfadens (GW + 2FW)

konstant ist, wihrend sich die Zirkulation I' ldngs der Spannweite des Fliigels in Wirk-
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lichkeit &ndert. Aus diesem Grund ist die Modellvorstellung weiter zu verfeinern.
Infolge des Druckausgleichs zwischen Unterseite und Oberseite des Fliigels fallt der értliche
Auftrieb

Voo
Yy
T ~ 1 y?y’
l “33
| .
_;y’ -
M ar,
1 ar,
P ars,
a  a an ah ah
D ar
Y

und damit die ortliche Zirkulation

am Fliigelende auf Null ab. Die Wirbeldichte k(z’,1’) ist daher flichenhaft auf dem Fliigel

verteilt. Geht man von der Gesamtzirkulation
I(y) = 3 Tuly)) = Ti(y) + Taly) + Taly) + -

auf einzelne gebundene Wirbelfdden zuriick, so fillt auf jedem dieser einzelnen Wir-
belfaden die Zirkulation am Fliigelende auf Null ab. Zur Erfiilllung des Helmholtz’schen

Wirbelsatzes muss dann von jedem der einzelnen gebundenen Wirbelfaden entsprechend
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der ortlichen spannweitigen Zirkulationsénderung ein Wirbel der Stérke d T, dr"

2y’ in
Anstromungsrichtung nach hinten abgehen. Von der Hinterkante eines Flachenelementes

[ - dy geht dann die Summe aller dortigen Zirkulationséinderungen

dTl = Zdr =

r
/ d—dy

als freier Wirbel in Anstromungsrichtung nach hinten ab. Da an jeder Stelle ¢’ des Fliigels
eine Zirkulationsdnderung d I' /dy’ vorhanden ist, geht auch von jedem Punkt der Hinter-
kante ein freier Wirbel ab. Hinter dem Fliigel ist also eine kontinuierlich mit Wirbeln

belegte Wirbelschicht vorhanden, die sich stromabwérts bis ins Unendliche erstreckt.

Das hier entwickelte Wirbelmodell eines Tragfliigels endlicher Spannweite lésst sich fol-

gendermaflen einteilen:

Tragende Wirbel. Sie liegen auf dem Fliigel, verlaufen quer zur Anstromung (oder
besitzen wenigstens eine Komponente quer zur Anstromung) und tragen somit nach
dem Joukowsky’schen Satz dA = pV, I'(y')dy’ zum Auftrieb bei.

Nichttragende Wirbel. Sie verlaufen auf und hinter dem Fliigel parallel zur An-

stromung und tragen zum Auftrieb nicht bei.

Gebundene Wirbel. Sie liegen auf dem Fliigel und bestehen aus allen tragenden Wir-
beln und aus den auf dem Fliigel verlaufenden Abschnitten der nichttragenden Wir-

bel bis zur Hinterkante.

Freie Wirbel. Sie beginnen an der Hinterkante und verlaufen parallel zur Anstromung

stromabwarts bis ins Unendliche.

Das beschriebene Wirbelmodell wird als in der Fliigelebene z = 0 liegend angenommen
(ebenes Wirbelmodell). Es stimmt mit der Wirklichkeit sehr gut iiberein fiir Fliigel groler
Streckung A bei kleinen Anstellwinkeln «. Die Wirbelschicht rollt sich zwar schon von der

Fliigel grofler Streckung Fliigel kleiner Streckung
Lineare Tragfliigeltheorie Nichtlineare Tragfliigeltheorie

N
N
N
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Seite her auf, aber die Riickwirkungen auf den Fliigel sind vernachléssigbar klein. Bei ebe-
nem Wirbelsystem ist der Auftrieb linear vom Anstellwinkel abhéngig. Man erhélt so eine
lineare Tragfliigeltheorie. Bei kleinen Fliigelstreckungen und grofleren Anstellwinkeln da-
gegen liegt das Wirbelsystem nicht mehr in einer Ebene. Der Auftrieb ist dann nicht mehr

linear vom Anstellwinkel abhéngig, und man erhélt eine nichtlineare Tragfliigeltheorie.

2.4 Der ungepfeilte Fliigel groler Streckung
2.4.1 Die Prandtl’sche Integralgleichung

Die Theorie des ungepfeilten Fliigels stammt von Prandtl (1918/19). Dies ist die klas-
sische Tragfliigeltheorie, die in allen Lehrbiichern in Anlehnung an die Originalarbeiten
abgehandelt wird. Diese Theorie wurde von Kiichemann neu interpretiert und als Kapitel
in dem Lehrbuch von Thwaites (1960) dargestellt. Damit sind dann auch Erweiterungen
auf gepfeilte und schlanke Fliigel moglich. Im Folgenden wird die Prandtl’sche Tragfliigel-
theorie in Anlehnung an die Darstellung von Kiichemann abgehandelt.

Es wird ein ungepfeilter Fliigel grofier Streckung (A groB) bei kleinem Anstellwinkel (o,
klein) betrachtet. Dariiberhinaus sei voriibergehend angenommen, dass der Fliigel aus ebe-
nen Plattenprofilen aufgebaut ist, die gegeniiber der Anstromung V., den geometrischen
Anstellwinkel ay(y) besitzen. Es wird ein ebenes Wirbelsystem in der Ebene z = 0 ver-
wendet, das wie hergeleitet aus tragenden und nichttragenden Wirbeln zusammengesetzt

ist. Im beliebigen Aufpunkt P(x,y) auf dem Fliigel induzieren

die tragenden Wirbel Dowi (7, y)

und die nichttragenden Wirbel : ws(z,y) , jeweils in z-Richtung .

~—a

Qg

vy

op

8
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Damit lautet die kinematische Stromungsbedingung fiir einen Plattenfliigel unter dem

geometrischen Anstellwinkel oy

Aus dieser Gleichung soll nun die unbekannte Zirkulationsverteilung I" (y) berechnet wer-
den unter der Voraussetzung grofler Fliigelstreckung A. Dabei werden die beiden Anteile

wy (x,y) und wy (z,y) getrennt ermittelt.

Berechnung des Anteils ws (z, y). Dieser Anteil rithrt von den nichttragenden Wirbeln her.

Bei Fliigeln grofler Streckung sind dabei die gebundenen Teile der nichttragenden Wirbel
kurz, und ihre Wirkung wird vernachléssigt. Es wird also nur die Induktion der freien
Wirbel beriicksichtigt. Sie wird fiir den Aufpunkt an der Hinterkante des Schnittes y =
const. (der den Punkt P enthilt) berechnet, und dabei wird fiir Fliigel grofier Streckung
angenommen, dass diese induzierte Geschwindigkeit iiber der (kurzen) Fliigeltiefe [ (y)

konstant ist. Damit hingt ws (y) nur noch von y ab.

Die Stérke eines an der induzierenden Stelle 4" abgehenden freien Wirbels ist

dTl’
dl = — dy’
dy’ 4

Es handelt sich um einen halbunendlich langen Wirbel, dessen Induktion im Abstand
y—y' (mit ¢y <0 laut Figur) seitwérts vom Wirbelende sich nach dem Biot-Savart’schen
Gesetz zu
gyl ATy
22mdy’ y — vy’
ergibt. Die Induktion aller dieser freien Wirbel im Aufpunkt an der Hinterkante folgt

durch Integration

+s
wa(y) _ 1 dl' dy
47V dy'y — vy’

—S

Bei y = 3/ ist der Integrand singulér, so dass wieder der Cauchy’sche Hauptwert zu bilden
ist. Die Wirkung der freien Wirbelschicht hinter dem Fliigel auf die Stromungsverhéltnisse
im Schnitt y = const. besteht also in einem dort induzierten Anstellwinkel «; (y), um den

die Anstromung ortlich gedreht wird.

Berechnung des Anteils w; (z,y). Dieser Anteil riithrt von den tragenden Wirbeln her. Fiir

die Berechnung ihrer Induktion im Aufpunkt P (x,y) wird fir Fligel groler
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Streckung angenommen, dass diese tragenden Wirbel mit der im Schnitt y = const. vor-
handenen Wirbeldichtenverteilung k (z/,y) beidseitig ins Unendliche gehen. Die Endlich-
keit der Spannweite dieser Wirbel und die Verdnderlichkeit ihrer Stérke mit der Spannwei-
tenkoordinate werden also vernachléssigt. Mithin liegt dadurch ein 2D Problem mit den
Stromungsverhéltnissen im Schnitt y = const. vor. Da der Fliigelschnitt eine ebene Platte
darstellt, liegt in Tiefenrichtung fiir k (2, y) eine 1. Birnbaum’sche Normalverteilung vor,

und diese liefert einen iiber der Fliigeltiefe konstanten Abwind

I
RNy P
Ve 27V x—x’dx_ae(y) ’

0

und «, ist der zugehorige Anstellwinkel des 2D Problems. Unter diesem effektiven An-
stellwinkel muss der Schnitt y = const. als ebenes Problem angestromt werden, damit

die dort vorhandenen tragenden Wirbel den zugehorigen ortlichen Auftrieb
dA = pVoI' (y) dy

und damit die Zirkulation I (y) liefern. Aus der 2D Plattenstromung folgt mit ¢, = 27 a,

caly) 1 dA
2m 2w LV2idy

e (y) =

und mit dem obigen Ausdruck fiir dA folgt weiter

wi(y) _ ( ):i2pVooF(y)dy: I'(y)
¢ 27 pV2ldy Tl Vs

Wegen der Beschrinkung auf Plattenprofile ist auch der Anteil w; (y) unabhéngig von x.

Stromungsverhéltnisse im Schnitt y = const. Setzt man die beiden Ergebnisse fiir w; (y)

und ws (y) in die kinematische Stromungsbedingung ein, so folgt zunéchst




2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT 65

Der geometrische Anstellwinkel oy setzt sich aus zwei Anteilen a, und o; zusammen. Dies

lasst sich folgendermaflen interpretieren: Am Fliigel endlicher Streckung wird durch den

—Wo = aiVOO

—w1 = aevoo

\j

t tae

Qg \ai effektive Anstromung
\ V. des Schnittes y = const.
o0

Einfluss der abgehenden freien Wirbelschicht in jedem Schnitt y = const. die Stromung
um den induzierten Anstellwinkel «; (y) gedreht. a; stellt den Einfluss der Endlichkeit der
Spannweite auf den betrachteten Schnitt y = const. dar. Der Profilschnitt wird folglich
unter dem effektiven Anstellwinkel a. (y) = o, (y) — «; (y) angestromt und verhélt sich
dann wie beim ebenen Problem.

An dieser Stelle kann nun die eingangs vorgenommene Beschrankung auf Plattenprofile
fallengelassen werden: Liegt eine Skelettfliche mit Wélbung vor, so kann jeder Profilschnitt
ersetzt werden durch eine ebene Platte, die in der Nullauftriebsrichtung des zugehorigen
gewOlbten Skeletts angeordnet wird, so dass der richtige ortliche Auftrieb und die richtige
ortliche Zirkulation entsteht. Beziiglich der Wirbeldichtenverteilung und der Druckvertei-
lung kommt dann noch das unter seinem Nullauftriebswinkel angestrémte Skelett hinzu.
Dabei entsteht jedoch kein Auftrieb, so dass keine zusétzlichen freien Wirbel entstehen.
Beliebige Profile werden also durch ebene Platten ersetzt, die in der jeweiligen Nullauf-
triebsrichtung angeordnet sind. Auch die relative Profildicke kann beriicksichtigt werden,

indem in der Beziehung fiir a,
oy
e (y) = deg/da,

statt 2 der Auftriebsanstieg des vorliegenden Profils eingesetzt wird. Damit ist gezeigt,
dass im Rahmen der vorliegenden Theorie alle Profileigenschaften beriicksichtigt werden

konnen. Die Rechnungen werden fiir eine Verteilung des geometrischen Anstellwinkels

Ugproar-(Y) = g (y) — g (y)

durchgefiihrt. Nach Abzug von «; (y) verbleibt ein ebenes Problem, in dem alle Profilei-
genschaften (Auftriebsanstieg, Nullauftriebswinkel) berticksichtigt werden kénnen. Dabei

kann man die Daten aus Profilkatalogen verwenden.

Die Drehung der Anstromung in jedem Schnitt y = const. hat noch eine weitere Konse-

quenz: Die resultierende Luftkraft dR steht senkrecht auf der effektiven
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Anstromung. Sie hat Komponenten senkrecht und parallel zur Anstromung

dA = dR cosa; =~ dR
dW, = dRsino; =~ a; dA

Daraus folgt durch Integration fiir den Auftrieb

+s +s
A:/dA:pVOO/F(y)dy

Der auftretende Widerstand heifit induzierter Widerstand. Fiir ihn ergibt sich durch In-

tegration
+s +s +s

MZ/dWG:/aidAszoo/ai(y)F(y) dy

—S —S —S

Jeder Auftrieb erzeugende Tragfliigel erfahrt auch in reibungsloser Stréomung einen Wider-
stand, den induzierten Widerstand. Seine Entstehung lésst sich physikalisch so deuten,dass
die pro Zeiteinheit den freien Wirbel hinter dem Tragfliigel zugefiihrte kinetische Energie

die zur Uberwindung des induzierten Widerstandes notwendige Leistung darstellt.

Setzt man nun in die kinematische Stromungsbedingung die berechneten Ergebnisse fiir
a. (y) und «; (y) ein, so folgt

ag (y) = e (y)+ o5 (y)

+s
W o 2T L dr iy
ag Y B (dca/dae)lvoo 47TVoo dy,y—y/

—S

Fiihrt man noch dimensionslose Grofien ein entsprechend

_ Yy _ 2y nd _r T
=Ty TV T 2sV
so ergibt sich
+1
oy (1) = 2b7 (n) i}& dvy dnf
o T Wejdadl(n) " 20 ] dn—1f
-1
Im Sonderfall d¢,/d a, = 27 folgt
() 1 [ dy dof
_by(p) 1 [ dy dny
ag(n)—wl(n)+27r dny'n—n'
1
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Dies ist die Prandtl’sche Integralgleichung fiir die Zirkulationsverteilung an ungepfeilten

Fliigeln grofler Streckung. Sie liefert den Zusammenhang zwischen

Fliigelgeometrie: Grundriss I(n), Verwindung «, () und
Zirkulationsverteilung: (7).

Die beiden Hauptaufgaben finden sich hier wie folgt wieder:
Entwurfsaufgabe:

Gegeben : Zirkulationsverteilung ~ (1)
Wiahlen : o4(n) oder [(n)
Gesucht : [(n) oder a4(n) je nach Wahl

Losung : Integrationsaufgabe, wobei aber das Integral einen singulédren Kern

aufweist. Vergleichsweise einfach.

Nachrechnungsaufgabe:

Gegeben : Fliigelgeometrie, { (n) und o, ()
Gesucht : Zirkulationsverteilung ~y (n)

Losung  : Integralgleichung 2. Art, wobei das Integral einen singuldren Kern

aufweist. Vergleichsweise schwierig.

Verfahren zur Losung der Nachrechnungsaufgabe werden im Folgenden behandelt. Fiir
bekannte Losung «y () folgt fiir den ortlichen Auftriebsbeiwert

)= A _ 20 )
a p— p— /-y
B Idy ()

Damit ist der Gesamtauftrieb

+s +s
AZ/VAZ?@/QmmwMy
und der Gesamtauftriebsbeiwert
A 1] 2 " 1)
S n
mzgV%SZE/?Awde%:§/¢dmj;W7
—s -1

Setzt man noch ¢, () ein und beriicksichtigt man A = /S, so ergibt sich mit c,l/s = 47

+1 +1
4 5%

Ca= o VWWUZA/VWWn

-1 -1
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Fiir den Beiwert des induzierten Widerstandes folgt analog

W 1 +s +1
- aidA=A [ 3o )
wis s

-1

Cw, =

Beziiglich des Nickmomentes ergibt sich aus der Prandtl’schen Tragfliigeltheorie zunéchst
kein Ergebnis, weil die x-Abhéangigkeit auf Grund der Vereinfachungen entfallen ist. Sind
die Profile ebene Platten, so liegt in jedem Schnitt y = const. eine 1. Birnbaum’sche
Verteilung vor, und die 6rtliche Luftkraft greift im [/4- Punkt an. Bei gewolbten Profilen
kommt noch die Nullverteilung der Wirbeldichte hinzu, die einen 6rtlichen Nullmomen-
tenbeiwert c¢,,0 und damit eine Verschiebung des Druckpunktes gegeniiber dem &rtlichen
[/4-Punkt von — ¢,,0/c¢, nach hinten bewirkt. Damit ist fiir beliebige Verldufe der ortli-
chen [/4-Linie die Lage der ortlichen Luftkraft bekannt und der Nickmomentenbeiwert

berechenbar.
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2.4.2 Tragfliigel mit elliptischer Zirkulationsverteilung

2.4.2.1 Auftriebsverteilung

In diesem Abschnitt soll voriibergehend die Entwurfsaufgabe betrachtet werden, wobei
eine elliptische Zirkulationsverteilung vorgegeben werden soll. In diesem Fall ergibt sich

eine einfache Losung, die von grofier praktischer Bedeutung ist.

Die vorgegebene Zirkulationsverteilung sei

\
2
=

I
3

—_

I
3

%)

+1 n

wobei 79 den Wert in der Fliigelmitte dar-

Y

+1 T stellt. Damit ergibt sich fiir den induzierten

Anstellwinkel
YvyVvyYYyvYYy YYVY Y Y
1
Voo () 1 d~vy dn
% = — (¢ —
1 VT an A=y
21
l; I(n) _
" mit
\i
Tca(ﬁ) d~y 27
= 7o
d / /2
A A A A A A A A2 7 2V =1
1 / /
. 6 - _ M o dn
~1 +1 ’ 27 1—n2n—1

1
Die Losung des Integrals erfolgt mit Hilfe der Substitution

n' = cos ¥ 'y =1 — ¥ =0
dn' = — sin ¥dv " = -1 — ¥=nx

V1—n?%=sinv

Man erhélt so ein Glauert’sches Integral zur Bildung des Cauchy’schen Hauptwertes:

™

Yo cos sin? T
27 J sind’ (cosd — cos ') 27
0

a; (V) = (=)
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oder

Y0
a; = — = const.

Bei elliptischer Zirkulationsverteilung ist der induzierte Anstellwinkel «; lings der Spann-
weite konstant. Bei der Festlegung der Fliigelgeometrie gibt es nun Wahlmoglichkeiten:
Fiir jeden Grundriss [ (n) gibt es eine Anstellwinkelverteilung o, (), verwirklicht durch
Verwindung, die eine elliptische Zirkulationsverteilung bewirkt. Fiir jede Verwindung
a4 (n) gibt es einen Grundriss [, (n), der elliptische Zirkulationsverteilung zur Folge hat.
Allgemein gilt: Es gibt unendlich viele Kombinationen von Grundrissform [ (n) und Ver-

windung «, (), die zu einer elliptischen Zirkulationsverteilung fiihren.

Unter der Annahme eines unverwundenen Tragfliigels folgt aus ay, (n) = a. (n) + @i (n)

mit oy = const. und «; = konst. sofort auch

aezcahﬂ::bVOﬁ::Abnﬁ_

27 wl(n

~—

Fiir elliptische Zirkulationsverteilung v = v94/1 — 12 ist dies nur moglich, wenn auch der

L(n) =1lLiv1-n?

Grundriss

elliptisch ist. Damit wird

Ca by 1—=1n% by

ae:—_

21 w1 —n? ol

und fiir den oOrtlichen Auftriebsbeiwert ¢, folgt

b
Cqo =2T 0, = l% = const. =cy

Der unverwundene Ellipsenfliigel besitzt also eine ldngs Spannweite konstante c,-

Verteilung. Fiir den Gesamtauftriebsbeiwert ergibt sich mit ¢, = const.

+s ts
1 Cq -
%—g/%@mw@—g (y)dy =c,

weil das Integral die Ellipsenfliche S darstellt. Der konstante ortliche Auftriebsbeiwert

ist also gleich dem Gesamtauftriebsbeiwert.
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Diese Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

— Ein Tragfliigel mit elliptischer Zirkulationsverteilung besitzt eine ldngs Spannweite

konstante Verteilung des induzierten Anstellwinkels «;.

— Ein unverwundener Tragfliigel mit elliptischer Zirkulationsverteilung besitzt einen

elliptischen Grundriss.

— Bei einem unverwundenen Ellipsenfliigel ist langs Spannweite

— die Zirkulationsverteilung elliptisch
— die ¢,-Verteilung konstant und

— die Lastverteilung (wegen dA ~ ¢,(y)l(y)dy)

dA
— ~col(n) = calin/1 — n?

dy

elliptisch. Es liegt also eine elliptische Auftriebsverteilung langs Spannweite

VOr.

Fiir das Seitenverhéltnis eines Ellipsenfliigels gilt

Damit ist der induzierte Anstellwinkel

Yo calim  ca ;
o= — = — = — = const.
2 4 ™  wA

Dieses Ergebnis war bereits frither (Vorlesung Stromungsmechanik IT) ohne Beweis ver-
wendet worden. Es gilt also strenggenommen nur fiir elliptische Zirkulationsverteilung.

Mit diesem Ergebnis lésst sich der Beiwert des induzierten Widerstandes berechnen

+1 +1

ow; = A / Y(n)ei(n)dn = Ao / Y(n)dn = aica

-1 -1

und es folgt
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Auch dieses Ergebnis wurde bereits frither (ohne Beweis) verwendet. Es gilt nur fiir ellip-
tische Zirkulationsverteilung, und im Abschnitt 2.4.3 wird gezeigt, dass es das Minimum
fiir vorgegebenes ¢, darstellt. Darin liegt die grofle praktische Bedeutung des Tragfliigels
mit elliptischer Zirkulationsverteilung.

Fiir die Auftriebsbeiwerte gilt
Co = 2T = 2m(ayg — ;) = Cy
Damit folgt

CA 2
ca = 2w <ag — ﬁ) = 2may — ACA

. 2may 2w A
_ _ a
AT 182 T A2
und der Auftriebsanstieg ist
dc A 2mA
doy A+2
dea |
dayg .
mA 24 Fiir die Funktion existieren
) / folgende Grenzwerte:
v
Theorie Ao dﬂ _ 9
[ =7 doyg
. \ dc
/ Messungen A0 : A —zA
doy,

\

Der tatsidchliche Grenzwert fiir A — 0 fiir vollkommenere Theorien (Tragflichentheorie,
Theorie schlanker Korper) ist jedoch

dCA:EA

AN—-0: —
- doy 2
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Die vorliegende Theorie versagt also fiir Tragfliigel mit kleinen Streckungen A, und dies
liegt an den Vernachlédssigungen, die bei der Herleitung der Prandtl’schen Integralglei-
chung getroffen wurden. Die Ergebnisse sind daher nur fiir Fliigel groflerer Streckung
A > 5 (evtl. A > 3) brauchbar.

2.4.2.2 Prandtl’sche Umrechnungsformeln

Mit den in Abschnitt 2.4.2.1 hergeleiteten Beziehungen ist es moglich, die aerodyna-
mischen Beiwerte von Fliigeln mit verschiedenen Seitenverhéltnissen A ineinander umzu-
rechnen. Dies ist beispielsweise fiir Messungen interessant, die nur fiir ein Seitenverhéltnis
ausgefiihrt zu werden brauchen. Durch Umrechnung erhélt man dann daraus die Ergeb-
nisse fiir Fliigel mit anderer Streckung, die dasselbe Profil aufweisen und sich nur durch

das Seitenverhéltnis vom vermessenen Fliigel unterscheiden.

Umrechnung der Polaren.

A =00 Aq As As Fiir die Polaren gilt (siehe Vor-

lesung Stromungsmechanik IT)

)
A

cw = cwo+tcw; = cwo+—
A

A
\
A

Cwy, Cw;

/ Dabei ist cyg = cw(ca = 0) =
ca = const. cw (A — oo) der Profilwider-
standsbeiwert. Fiir zwei Fliigel

mit gleichem Profil und den

Seitenverhaltnissen A; und As
lasst sich schreiben
2
Ca
Cwo = Cwi — ——
k&\ cw wo w1 AL

Y

ch

Cwo = Cw2 — A
Fiir gleiches Profil folgt daraus 2

2
C 1 1
Cwa = Cw1 + ?A <— — —) bei ¢4 = const.

Dies ist die Prandtl’sche Umrechnungsformel fiir die Widerstandsbeiwerte cy, bei kon-

stantem Auftriebsbeiwert cy.
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Umrechnung der Auftriebskurven.

Fiir die Auftriebskurven gilt fiir Plattenfliigel (o = 0)

c c de, de
ozg:ae+ozi:—A+—A mit :(—A) =27

oder allgemein fiir beliebiges Profil (g # 0)

c c . de, dc
Xgprear: — Xg — Q0 = A 4 L mit = (d—;:) # 2

(dea/da)s  TA dav,
Dieser Zusammenhang wurde in der Vorlesung Stromungsmechanik IT benutzt. Fiir zwei

Fliigel mit gleichem Profil und den Seitenverhéltnissen A; und Ay lésst sich schreiben

CA CA
o = Qe = 0y — O = Qg1 — ——
2 g g 7TA1
CA CA
— = (2 = gy — g = g2 — ——
2 c g ! g 7TA2
A\
A= A1 A2 AS

Qe (67}

tA = const.

»

Qg oder QgErsatz

Bei ¢4 = const. ist a3 = aeo und es folgt

ceaft bei t
Qg = - — - = eicy = const.
g2 g1 m A2 A1 A

Dies ist die Prandtl’sche Umrechnungsformel fiir die geometrischen Anstellwinkel bei kon-

stantem Auftriebsbeiwert c4.

Die Umrechnungsformeln gelten auf Grund ihrer Herleitung fiir Tragfliigel mit elliptischer
Zirkulationsverteilung, also z.B. fiir unverwundene Ellipsenfliigel. Sie sind jedoch in guter

Néherung auch auf andere Fliigelformen, insbesondere Rechteckfliigel, anzuwenden.
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Experimentelle Nachpriifung der Prandtl’schen Umrechnungsformeln

14

14

a ; b I
: Cn/z/ .
12 ~2 12 7 T
o U4 I
/ ‘ A=5A, +# °
- «f
10 v/, ///; W 10 {f.
4 / .
}// / / " ° —o— A=7
a6 A 961483 4=z
! ’ —_—a— A=3
" V /3 —_—— A=y
& N A S, 2 —o— A= |
04 o138
e % —o— A=¢
£ —o— A=7
: 92
g2 g &
®
0 %
Q\Q\ k™
-g2 N -92 x
[ "l
g8 | o
g qox Qo8 gz g1 g0 42¢ 0 qo¥ qos qrz Q6 J20 42+

1#

a) Gemessene Polaren fiir A = 1bis7

b) Auf A =5 umgerechnete Polaren

12

10

26

Ilw

s

92

-92 b

-ﬂ,#

-1

Umrechnung der Widerstandsbeiwerte (Rechteckfliigel) nach [4]

1%
b
12 — .,oo: . .
LA
L]
10 J J.& —
24 Wt
o —— A=1
ig —— A=2
96 o —a— A=3]
o —e— A=
e Lo e
{ ot —_—— A=
o' —_—— A= 7
22 G
3 o
q
g né
h ¥
'43 L3
g
0% — 5 5
-12° -& # 0 ¢ A 7°

Cg —*

Umrechnung der Anstellwinkel (Rechteckfliigel) nach [4]

a) Gemessene Kurven cy (o) fiir A = 1bis 7

b) Auf A = 5 umgerechnete Kurven

20°

75
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2.4.3 Losung der Prandtl’schen Integralgleichung

Die zu l6sende Prandtl’sche Integralgleichung lautet

+1

_by(n) 1 Ldy dyf

a(n) = ml(n) + 2 ) dn'n—1n
el

Das Integral mit singulirem Kern kann durch Ubergang auf trigonometrische Variable
n=-cos?y , n =cos? , dn =—sinddy

auf das Glauert’sche Integral zuriickgefithrt werden. Fiir die Zirkulationsverteilung wird

der Ansatz

M
~y(¥) =2 Z a,, sin pv

p=1

gewihlt. Er lautet ausfithrlich geschrieben

v(9) = 2(ayg sind + agsin 20 + - - - 4 apy sin M9)

Analysiert man die einzelnen Glieder dieses
Ansatzes, so folgt fiir das 1. Glied

1 = 2aysind

9 7= 2177

Dies ist die elliptische Zirkulationsvertei-
lung. Weitere Glieder sind in der Skizze
a1 sin ¥ dargestellt. Durch den Ansatz wird also
eine beliebige Zirkulationsverteilung durch
a3 sin 30 eine elliptische Verteilung und weitere sym-

- metrische und antimetrische Verteilungen

-1 +1 7 beschrieben. Mit dem Ansatz ergibt sich
as sin 29

fiir den induzierten Anstellwinkel

+1 m
) = = gL fdy A
= 9n dyn—n 21 ) d¥ cosv — cos?’
0

mit
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J M
Al 2Zau,ucos,m9’

Ay’ =
M ™
1 cos pt)’ ,
(V) = - ;CL’M; jé; cos) — cosz?’ah9
= 0

Mit der Losung des Glauert’schen Integrals folgt weiter

sin pv)

(V) = Z Apft

sin ¢
p=1

Der induzierte Anstellwinkel ist also im allgemeinen eine Funktion der Spannweiten-
koordinate n (oder ©). Lediglich im Sonderfall einer elliptischen Zirkulationsverteilung

(g #0,a3 = a3 =...a, =0,u=1) ergibt sich mit
o; = a1 = const.

eine Konstante. Mit dem allgemeinen Ergebnis fiir «;(9) folgt aus der Prandtl’schen In-

tegralgleichung
2 < ) sin v
ay(0) = 1) ;au sin pd + HZ: g
oder

= 20
agsind = Zausin,m?< 1) sinﬂ+,u)
s

p=1

Damit ist die Integration mit Hilfe der Glauert’schen Formel gelost, und die Prandtl’sche
Integralgleichung ist in eine algebraische Gleichung iiberfiihrt. Die beiden Hauptaufgaben

der Aerodynamik stellen sich nun wie folgt dar:

Entwurfsaufgabe: Gegeben : Zirkulationsverteilung ~v(¢)durch die Koeffizienten a,
Wihlen :  Grundriss {(¥) oder Verwindung «,(¢)
Gesucht :  «a,(¥) oder [(¥) je nach Wahl
Die Losung ist mit den gegebenen und gewihlten Gréflen bekannt.
Nachrechnungsaufgabe: Gegeben : Fliigelgeometrie [ (¥) und ay (¥)
Gesucht : Zirkulationsverteilung, also Koeffizienten a,,.

Losung  :  Verschiedene Verfahren (Abschnitt 2.3.4)
Mit Hilfe der (dann) bekannten Koeffizienten lassen sich die aerodynamischen Bei-

werte berechnen.
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Der Auftriebsbeiwert ist

+1 7r
ca = A/fy(n)dn = A/fy(q?) sin ¥dv
| 0

Setzt man den Ansatz fiir y(9) ein, so folgt

M s
cA:2AZau/sin,uﬁsin19d19 ,
0

p=1

und mit Hilfe der Orthogonalitéitsbeziehungen der trigonometrischen Funktionen

™

/ sin ) sin vddi =

0

0 firv+#up

fir v=p

bleibt schlieflich

ca = mhay

Nur das erste Glied des Ansatzes (namlich die elliptische Zirkulationsverteilung) liefert

einen Beitrag zum Gesamtauftriebsbeiwert. Die {ibrigen Glieder tragen nichts bei.

Betrachtet man den Grenzfall sehr kleiner Fliigelstreckungen A — 0, so ist b < [. Damit
entfillt in der algebraischen Gleichung das Glied 2bsind/7l(¢)). Die verbleibende Glei-
chung
M
o, sind = Z @y ftsin g
pn=1
wird durch das Glied @ = 1 allein erfiillt

Qg = aq
und fiir alle anderen Glieder muss gelten

a, =0 fir p=23,...,M.

Dies bedeutet, dass alle schlanken Fliigel eine elliptische Zirkulationsverteilung besitzen.
Obwohl die vorliegende Theorie fiir kleine Streckungen nicht gilt, wird diese Eigenschaft
der Zirkulationsverteilung doch richtig wiedergegeben. Fiir den Auftriebsbeiwert folgt
dann

ca =mha; = ThAay (fir A — 0)

mit dem bereits frither diskutierten Grenzwert

dﬂ:ﬂ'A (fir A —0)

doyg
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Fiir den Beiwert des induzierten Widerstandes folgt mit dem Ansatz fiir die Zirkulations-

verteilung und dem Ergebnis fiir a; (1)

+1 T
o = A [ Aty =4 [ 2@ ) siwo o
“1 0
T/ M M
= 2A/ (Z ay, sinm?) (Z a,msin,uﬁ) dv
0 pn=1 pn=1

Wegen der Orthogonalitéitsbeziehungen der trigonometrischen Funktionen tragen nur die
Kombinationen von Gliedern zum Integralwert bei, fiir die beide Summen den gleichen

Stand p besitzen, und es bleibt
M . M
cw, = QAZ ,uai§ =nA Z,uai
p=1 p=1

Mit mAa; = cy lésst sich das Ergebnis schreiben als

9 M
Ca 2
cw, = 2 + A E a
Wi A uzz/i“

Der erste Ausdruck stammt aus dem ersten Glied a; der Zirkulationsverteilung, also aus
der elliptischen Zirkulationsverteilung. Der Rest riihrt von den iibrigen Gliedern des An-
satzes fiir die Zirkulationsverteilung. Auch sie tragen zum induzierten Widerstand bei.
Unabhéangig vom Vorzeichen der Glieder as,as, ..., ay sind ihre Beitrdage stets positiv.

Daraus folgt: Der induzierte Widerstand ist bei elliptischer Zirkulationsverteilung mini-

mal
A
Cw,, . — —=
man 7TA
Liegt eine davon abweichende Zirkulationsverteilung vor, sind also Glieder as, as, ..., ay

vorhanden, so erhoht sich der induzierte Widerstand. Aus diesem Grunde ist man z.B.
bei einem Verkehrsflugzeug bestrebt, im Reiseflug elliptische Zirkulationsverteilung zu

verwirklichen.
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2.4.4 Das Quadraturverfahren von Multhopp

2.4.4.1 Herleitung des Verfahrens
Bei der Nachrechnungsaufgabe ist die Gleichung

M
. . 2b .
ay(V)sin(¥) = 521 a, sin pv (W sin ¥ + u)

fiir gegebene Abhéngigkeiten [(¥) und ay()) zu losen. Unbekannte sind die Fourierko-
effizienten a,(p = 1,2,...,M). Erfiillt man die Gleichung an M diskreten Stellen ¥,
so erhélt man ein lineares Gleichungssystem von M Gleichungen fiir die M unbekannten
Koeffizienten a,,. Eine andere Losungsmoglichkeit besteht darin, die unbekannten Fourier-
koeffizienten a, (¢ = 1,2, ..., M) durch eine Fourieranalyse auf die Werte der Zirkulation
Y = Y(Mn) = 7(¥,) an diskreten Stellen

nm

M+1

N = cosd, mit 9, =
zuriickzufiihren. Fiir diese Zirkulationswerte folgt aus dem Ansatz

M
Vo = 2 Zau sin p1d,
pn=1

Diese Gleichung lautet ausfiihrlich geschrieben

sin pty | y1=2(a; sindy + agsin 29y + - - - + a, sin pdy + - - - + apy sin M)
sinpdy, | ym=2(a1 sin¥, + agsin2¢,, + - - - + a,, sin pv,, + - - - + apr sin M4J,,)
sin phy | ym=2(a1 sinthy + agsin 20y + - - - + a,, sin pthy + - - - + ayr sin M)

Multipliziert man diese Gleichungen mit den jeweils links angegebenen Termen durch und

addiert anschliefiend, so treten folgende Summen auf [7]

Mo , fir A+#B
Z sin AY,, sin BY,, =
n=1 @ fur A =B

Dies sind die Orthogonalitdtsbeziehungen in Summenform. Aus der Addition folgt damit

M+1

M
Z Vn Sin pt, = 2a,

n=1

oder

1 M
a, = 1 ;%smm?n
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Damit sind die Fourierkoeffizienten a, auf die diskreten Werte der Zirkulation v, an den
Stellen 1, zuriickgefiihrt. Die gleiche Prozedur lésst sich auch in Integralform durchfiihren.

Das Ergebnis ist die Euler-Fourier’sche Formel

s

a, = — /7(19) sin pddd
T
0
Nach beiden Versionen ergibt sich z.B. fiir p =1
s 1 +1
[rysiwiar =~ [
T

-1

a; =

3 |-

sin v,

Aus einem Vergleich folgt als Integrationsformel fiir eine Funktion f(n), die sich als Fou-

rierreihe darstellen lasst

+1 v
7T .

[ Soan= 5775 3 susinn

-1 n=

mit f, = f(0n), N = cosVn, ¥y, = 3757 Diese Formel wird in der Tragfliigelaerodynamik
sehr oft zur Integration ldngs Spannweite benutzt. Unter den angegebenen Voraussetzun-
gen ist das Ergebnis exakt. Setzt man das Ergebnis der Fourieranalyse in die Gleichung

fiir ov; () ein, so folgt

M sin
o (V) = Z%M%
o

A L s1n,u19
= ZM_I_lZ%sm,uﬁ pr—

/.121 n=1

Unter Vertauschung der Summationsreihenfolge ergibt sich daraus

W) = 1 i i sin ), sin pd
i _M+1n:1%u:1'u sin v

Eine wesentliche Vereinfachung tritt nun ein, wenn man sich darauf beschrankt, den indu-
zierten Anstellwinkel nur an bestimmten diskreten Stellen v zu berechnen. Hierzu werden
dieselben Stellen gewihlt, die auch als Stiitzstellen fiir die Zirkulationsverteilung dienten.

Es sei also

77V:77(19V):COS’19,/ mit ’l9y: (V:1,2,...,M)
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Damit wird

M M o sin pd, sin pd
ai(ﬁy):ai”:Z%ZM—kl sin ¢
n=1 pn=1 v

Hierin kennzeichnen

i die Glieder des Fourieransatzes
n  die Stiitzstellen fiir die Zirkulationsverteilung (induzierende Stellen)

v den Aufpunkt, in dem «; berechnet wird.

Die zweite Summe héngt nur noch von der Lage der induzierenden Stellen und der Auf-

punkte ab. Sie kann universell berechnet werden.

Dies fithrt auf die Koeffizienten

M )
woosin®pd,  M+1
= bm/ = X = X
n=v ;M—l—l sin v, 4sind,
M . .
@ sin pdy, sin pd,
: bun = - X

n#v ; M+1  sind,

Diese Koeffizienten sind von Multhopp (1938) angegeben worden. Sie sind auf S.83 fiir

M = 7 zusammengestellt. Damit lésst sich fiir den induzierten Anstellwinkel schreiben
M
gy = buu%j - Z/ bun’}/n
n=1

Der Strich (") am Summenzeichen bedeutet, dass das Glied v = n auszulassen ist. Setzt

man dieses Ergebnis in die Ausgangsgleichung ein, so folgt

Qg = Qey + Qy

b M
Qg = ﬁfYV + bl/l/’yl/ - Z, bun’yn

n=1

oder

M
b
Oég,/:<ﬁ+buu)’yu_§ ,bun’yn (V:1>27'--7M)
v n=1

Damit ist die Prandtl’sche Integralgleichung in ein lineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung der M Unbekannten 7y, s, ...,y iiberfithrt. Beide Hauptaufgaben kénnen damit

bearbeitet werden.

Aus den bekannten Werten fiir die Zirkulation ~;, s, ..., vy folgt fiir den ortlichen Auf-

triebsbeiwert
2b

Cav = 7o

L



2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT 83

Die Auswertung der Integrale fiir den Auftriebsbeiwert und den Beiwert des induzierten

Widerstandes mit Hilfe der oben gefundenen Integrationsformel fiihrt zu

+1

cqp = A/ (n dﬁ_MleZ%SH“?

-1

+1
cw, = A/v() «(n dn—M+1Z%Lozmsm19

-1

Die zur Auswertung notwendigen Werte «;, lassen sich bei bekannter Zirkulationsvertei-

lung 1,72, - - ., 7a aus der Summenformel fiir o; oder (bequemer) riickwiérts aus
Qi = Qg — ey, = Qg — LAl
e e wl,
ermitteln.
v 1 3 2 4
(7) (5) (6)
My 0,9239 | 0,3827 0,7071 | 0,0000
b, 52262 | 2,1648 2.8284 | 2,0000
n n
2(6) | 1,8810 | 0,8398 | 1 (7) | 1,0180 | 0,0560
4(4) | 0,1464 | 0,8536 | 3 (5) | 1,0972 | 0,7887
bon 16 (2) | 0,0332 | 0,074 | 5 (3) | 0,0973 | 0,7887
; ; - [ 7(1) ] 0,0180 | 0,0560
| 2 |19142]09142| 1 | 1,0360 | 0,1121
bun 4 0,1464 | 0,8536 3 1,1944 | 1,5774

Universelle Koeffizienten fiir das Multhopp-Verfahren (M = 7)
(die nicht aufgefithrten Koeffizienten b,,, sind Null)
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2.4.4.2 Anwendung des Verfahrens

Die Aufstellung des linearen Gleichungssystems
b M
/ J—
(W—z,, ’ b””) o= 2 bt = 0

fir v = 1,2,..., M gestaltet sich sehr einfach. Die Koeffizienten b,,, sind gegeben, viele

davon sind Null. Das entstehende Gleichungssystem ist fiir den allgemeinen Fall (M = 7):

v v st 2 3 Y4 5 6 i gy
1| 0,9239 7"_1;1 +5,2262 - 1,8810 0 - 0,1464 0 - 0,0332 0 Qg1
2| 0,7071 - 1,0180 Tr—ll’z + 2,8284 - 1,0972 0 - 0,0973 0 - 0,0180 Qg2
3| 0,3827 0 - 0,8398 %13 42,1648 - 0,8536 0 - 0,0744 0 g3
4 0 - 0,0560 0 - 0,7887 % + 2,0000 - 0,7887 0 - 0,0560 Qg4
5|-0,3827 0 - 0,8398 0 - 0,8536 7%75 +2,1648 - 0,0744 0 ags
6 |- 0,7071 - 1,0180 0 - 1,0972 0 - 0,0973 TIZG +2,8284 - 0,0180 g6
71-0,9239 0 - 1,8810 0 - 0,1464 0 - 0,0332 %17 +5,2262 | ag7

Die Gleichung fiir den Schnitt v = 1 lautet beispielsweise

b
(— 45, 2262) 71 —1,881075 — 0, 14644, — 0,0332 75 = vy

7Tll

Zur Berechnung eines vorgegebenen Fliigels sind auf der Hauptdiagonale die bekannten

Werte fiir b/(nl,) und auf der rechten Seite die Werte fiir oy, einzusetzen.
Fiir den Sonderfall einer symmetrischen Zirkulationsverteilung (Beispiel M = 7)
M= 05 2= 5 V3= 5 T4 )

lasst sich das Gleichungssystem durch Zusammenfassen reduzieren:

M+1

b A — M +1
(W_lu+bw)%_nz::l bunYn = Qgu (1/:1,2,..., 5

Die Hauptdiagonale bleibt erhalten, und durch das Zusammenfassen entstehen neue Ko-

effizienten b,,,, die in der Tabelle fiir M = 7 mit aufgefiihrt sind. Das fiir symmetrische

Zirkulationsverteilungen reduzierte Gleichungssystem lautet fiir M =7

v Ui 7 Y2 E] V4 Qgy
10,9239 | 2= 45,2262 | - 1,9142 0 -0,1464 | g
2107071 | -1,0360 | - +2,8284 | -1,1944 0 Qo
3 10,3827 0 -0,9142 | 2421648 | - 0,8536 | s
41 0 - 0,1121 0 - 15774 | 2= +2,0000 | gy
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Die Zusammenfassung kann auch im Ausdruck fiir den Auftriebsbeiwert

1V1+1
M+ ] Z%smﬁ = AZA,,%

durchgefiihrt werden. Die Koefﬁmenten AV sind dann

CaA =

27 sin M -1
,=—" fii =1,2,...,
M1 e 2
und
_7Tsin19,, i M +1
v ir v = 5

Fiir die in allen Gleichungssystemen auf der rechten Seite einzusetzenden ortlichen geo-
metrischen Anstellwinkel o, gelten folgende Uberlegungen: Auf dem Fliigel wird eine
Bezugsrichtung, z.B. die Sehne des Mittelschnitts festgelegt. Der Anstellwinkel gegeniiber

dieser Bezugsrichtung sei a.
Bei einem ungewdlbten, unverwundenen Fliigel gilt dann

gy =

Die Rechnung wird fiir @ = 1 (Bogenma#f!) durchgefiihrt. Auf diese Weise erhélt man als

Endergebnis

dCA

doo

und man kann daraus leicht die Zirkulation v und den Auftriebsbeiwert fiir beliebige

CA(d = 1) =

Anstellwinkel ermitteln.

Bei einem gewdlbten und verwundenen Fliigel liegen in einem beliebigen Schnitt

y = const. folgende Verhéltnisse vor:

| WA
/\ Schnitt v

Bezugsrichtung =
Sehne des Mittelschnitts

Die Sehne des Profils ist gegen die Bezugsrichtung um den geometrischen Verwindungs-
winkel ay, geneigt. Die Nullauftriebsrichtung des Profils ag, < 0 ist ebenfalls bekannt.

Der einzusetzende ortliche geometrische Anstellwinkel ist dann

Qg = @ — Qo + ayy,

Es wird also stets der Winkel zwischen der Anstromung und der Nullauftriebsrichtung

des Profilschnitts verwendet.
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2.4.5 Tragfliigel mit Klappen

Ein Tragfliigel mit Klappen kann prinzipiell wie ein gewolbter Fliigel behandelt werden.
Das Klappenprofil wird dabei durch eine ebene Platte ersetzt, die in der Nullauftriebs-
richtung des Klappenprofils angeordnet wird. Die Wirbeldichtenverteilung ist dann gleich
derjenigen der angestellten ebenen Platte unter dem Winkel oy = o — g zuziiglich der

Nullverteilung des Klappenprofils.

Der fiir eine Klappenberechnung notwendige Nullauftriebswinkel «g, im Klappenbereich
kann aus einem Profilkatalog entnommen werden. Es konnen auch die Ergebnisse der

Profiltheorie fiir eine geknickte Platte [4] zu Grunde gelegt werden:

2
oy = — <arcsin \/)\KV + \/)\Ku(l - AKV)) NKv

Nullauftriebsrichtung

l ortliches Klappentiefen-
/ B - verhéltnis
AlKV -
T o ZK,,
t —Qoy | TTTTr—e— . )\Ku = I
. <, v
/ Schnitt v Ky Klappenauschlag 1y,

Klappen erstrecken sich meist nur iiber einen Teil der Spannweite eines Tragfliigels. Bei-

spiele sind (+ Ausschlag nach unten):

Tragfliigel mit Landeklappen Tragfliigel mit Querrudern
o0 VOO
i i
| |
i i
i i
|
L+ 1 + 1 — 1 i =
| . . . | . .
+aq=a—a:0 +ag:a—§a0
v=7 6 5 4 3 ¢2 1 76 15 4 ¢3 2 1
I f
ANAREEPY | : o o
‘ A A
n n
-1 (<70 —* +1 -1 1)y —> 41

Am jeweiligen Klappenbeginn bei 7 = 7y springt die Verteilung des geometrischen An-
stellwinkels um o. Die Berechnung der Zirkulationsverteilung kann nun folgendermaflen

vorgenommen werden:

- Ohne Abspalten des Sprunges in der Anstellwinkelverteilung. In diesem Fall werden

die in den Multhopp-Schnitten vorhandenen ortlichen geometrischen Anstellwinkel



2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT 87

oy, eingesetzt. Diese Vorgehensweise ist als Ndherung zu betrachten. Nachteil ist,
dass der Sprung in der Anstellwinkelverteilung nur unvollkommen erfasst wird. Fiir
alle Klappenanfénge 7, die zwischen zwei Berechnungsschnitten liegen, erhélt man

dasselbe Ergebnis.

- Mit Abspalten des Sprunges in der Anstellwinkelverteilung. Es gibt stetige vs(n)
-Verteilungen, die Verteilungen des induzierten Anstellwinkels c;s(n) hervorrufen,
die einen Sprung ¢ an einer Stelle 1y aufweisen. Man kann daher die Zirkulations-

verteilung

v(n) = vs(n) +vr(n)
und den induzierten Anstellwinkel
ai(n) = qis + aig

aufspalten, wobei R jeweils den Rest kennzeichnet. Setzt man diese Aufspaltung in die

Gleichung fiir die Zirkulationsverteilung ein, so folgt

bys(n)  byr(n)
mi(n) — wl(n)

+ is(n) + ir(n) = ag(n)

oder auch
byr(n) bys (n)
+ o = o - Q; - =
Sprung o bei ny  Sprung o bei 1y — stetig
— _ stetig
stetig

Besitzt die Anstellwinkelverteilung o, (1) bei 1 einen Sprung o, so spaltet man eine stetige
vs -Verteilung ab, die an der Stelle 79 ebenfalls einen Sprung o besitzt. In diesem Fall

hebt sich der Sprung ¢ heraus und die ganze rechte Seite ar(n) ist stetig.

Bei den stetigen Funktionen vg(n), die Funktionen (1) mit Sprung o bei 79 = cos 1y her-
vorrufen, sind der Fall eines symmetrischen und eines antimetrischen Klappenausschlages

zu unterscheiden. Die folgenden Abbildungen zeigen fiir

vs = -~k Landeklappenfall, symmetrisch
vs = 7o Querruderfall, antimetrisch

die Funktionen ~s(n) und a;(n) und Auftragungen der Werte vg/o fiir verschiedene
no = costy (M =T).

Aus diesen Abbildungen kann man fiir gegebenes 7, die Werte 2% und %Q berechnen oder
den Auftragungen entnehmen. Fiir bekannte Sprunggréfie o sind dann die Funktionen

Vs = Yk bzw. 75 = ¢ bekannt. Man 16st dann das alte lineare Gleichungssystem fiir die
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neue, stetige rechte Seite ag(n) und erhilt als Losung yg. Die Zirkulationsverteilung fiir
den Fliigel mit Klappen ist dann

Y1) =vx(Mm) +vr(n) bzw. () =v¢n) +vr(N)

Klappenausschlag symmetrisch

2,0
YKv &\\\ v=4
o || vy 1 (cosv, — cosp) In 1=~ cos(@y, + o)
\\ [ o ™ v T cos(d, — o)
1,6 v =3(5)
\\ 1 + cos(9,, + o)
cos(d, + 99
174 N N + (COS'[9V+COS’190) lnm
1,2
I NN \ +4190$in19,,]
I NN
L0V 2(|6) \\
! 1(|7> O ?V_K
0,8¥= Lo T
~/ N N v=T 6 5 4 3 21
06 ~— L NN\ N
: \\¥ N
0,4 \ \ >
’ \\ \;\\ ~1 0 +1 7
Ny
0,2 ‘\ \\ * | Xe73e
O ”” |||| ? ||||||" >
0,1 0,2 0,3 04 05 06 07 08 1 1,0 -1 I D 0
1o = cos Vg
Klappenausschlag antimetrisch
o [T I)
Qv v=2(6
7 ~J .i 1 1 — cos(dy, + Jo)
Qv — cos(V, + Uy
N 2 — 2 | (cosd, — In —— oSt TY0)
0,7 \\ N o T (cos cos o) In 1 —cos(¥, — o)
0.6 N AN 1+ cos(d, + ¥0)
) + cos(vV, + Vo
N _ 2Ty T V0)
N (cos ¥, + cos ) In T+ cos(d, = 190)]
0,5 \ \
v=1(7) e
0,4 \\‘\ /1 \ [ IF? | [
’ \\ S v=76 5 4 3 21
0,3 \\V =3(5) k‘
’ ; \
o X \ —1
’ \\\ \ U//O o
AN
0,1 \\ \ aiQ A *
S ~~\ ' (i M,
01 02 03 04 05 06 07 08 n 1o W < 1 g
f 1o = cos g
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Funktionen g = vx und g = 7o zum Abspalten von Sprungstellen (o, 79 = cosy) bei
Klappenfliigeln (M = 7).

Bei der praktischen Rechnung kann man wegen der Linearitdt der Prandtl’schen Integral-
gleichung und des daraus folgenden Gleichungssystems das Anstellwinkelproblem vom

Klappenproblem trennen. Es sind dann zwei Rechnungen durchzufiihren.

To‘g To‘g Qg

= +
77 ) X | 77
—1 1 n -1 1 n 1 n

Anstellwinkelproblem Klappenproblem

Oftmals reicht die Klappe nicht bis zum Fliigelende, insbesondere bei Landeklappen. In
solchen Fillen miissen 2 Spriinge abgespalten werden:

1 [ g =] ]

Die tatséchliche Klappenanordnung ergibt sich aus der Differenz zweier bis zum Fliigel-

ende reichenden Klappensysteme.

2.4.6 Einige Ergebnisse

Mit Hilfe des hier entwickelten Verfahrens lédsst sich die Zirkulationsverteilung fiir Fliigel

grofler Streckung berechnen. Sie stellt die Grundlage dar fiir die Ermittlung

der Belastungen der Struktur (Lastannnahmen)

des induzierten Widerstandes

des Abreifiverhaltens des Fliigels

des Abwindes am Ort eines Leitwerkes.

Aus der Beziehung fiir den ortlichen Auftriebsbeiwert

folgt
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Dies bedeutet: Die Zirkulationsverteilung «(n) und die Verteilung des 6rtlichen Auftriebs-
beiwertes c,(n) hingen tiber den Grundriss miteinander zusammen. Nur beim Rechteck-
fligel | = const. ist v(n) ~ c4(n). Die Auftriebsverteilung (Lastverteilung) %(n) ist der

Zirkulationsverteilung ~v(n) proportional.

Die Zirkulationsverteilung hangt ab von

- Grundrissform
Parameter: Streckung A, Zuspitzung A\, Grundriss [(n)

Dieser Anteil ist linear vom Anstellwinkel o abhéingig.
- Wolbung und Verwindung

Profile, geometrische und aerodynamische Verwindung, Klappen

Dieser Anteil ist unabhéingig vom Anstellwinkel a.

Im Folgenden sollen nun einige typische Ergebnisse dargestellt werden.

Grundrisseinfluss. Fiir Rechteckfliigel mit verschiedenen Streckungen ergeben sich die

dargestellten Zirkulationsverteilungen v(n) fir a = 1.

o5 |

A=8
g4 —

\

g3 g \\
4z | :
o1 A=F
g g

- 72
0 97 0z 43 0% 45 G¢¢ g7  4¢ 43 10

ﬂ"""’""—

Zirkulationsverteilung  von unverwundenen Rechteckfliigeln (a = 1)
mit den Seitenverhédltnissen A = 6,9,12; (dca/da)o = 2.

Geht man zur Verteilung des ortlichen Auftriebsbeiwertes c,(n)(~ v(n) fiir Rechteckfliigel)
iiber und bezieht man auf c4, so ist das Ergebnis unabhéngig vom Anstellwinkel . Mit
wachsender Fliigelstreckung wird die ¢, - Verteilung von Rechteckfliigeln immer vélliger
und im Grenzfall A — oo erhélt man die konstante Verteilung des 2D-Problems. Fiir

A — 0 ergibt sich wie besprochen die elliptische Verteilung.
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Verteilung des ortlichen Auftriebsbeiwertes ¢,/c4 von unverwundenen
Rechteckfliigeln mit den Seitenverhéltnissen A = 6,9,12 sowie Grenz-

kurven fiir A — 0 und A — o0, (dca/da)s = 27.

Trapezfliigel bieten bei der Anwendung strukturelle Vorteile. Die Zirkulationsverteilun-
gen zugespitzter Fliigel mit konstantem Seitenverhaltnis A = 6 zeigen fiir abnehmenden
Parameter A\ = [,/l; eine starke Abnahme der Zirkulation im Auflenbereich und eine

Konzentration im Innenbereich.

b

p— T
=l A=0
S
4 ] \
950 ‘?\\\E
5,744 e
03 — _ \ S &
12 — ] SO
. RN
42 A
a5 N
a7 g ™
0 a1 a,lz zzla 0,'4 g5 g6 g7 4§ 48 10
7————

Zirkulationsverteilung ~ fiir unverwundene Trapezfliigel mit der Zuspitz-
ung A = 0,1/4,1/2, 1; Seitenverhéltnis A = 6; (dca/da)s = 2.

Geht man zu ¢, - Verteilungen {iber, so sind diese im vorliegenden Fall wegen [(n) nicht
mehr proportional zur Zirkulationsverteilung ~y(7). Man erhilt ¢, - Verteilungen mit einem

Maximum des ortlichen Auftriebsbeiwertes im Auflenbereich des Fliigels. Je stérker ein
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Verteilung des ortlichen Auftriebsbeiwertes ¢,/c4 lings Spannweite fiir
unverwundene Trapezfliigel der Zuspitzung A = 0,1/4,1/2 1; Seiten-
verhéltnis A = 6; (dca/da) s = 2.

Trapezfliigel zugespitzt ist, desto grofler sind die im Auflenbereich erreichten ortlichen ¢,
- Werte und desto grofler ist dort die Gefahr des Abreiflens der Stromung im Langsam-
flug. Dieses Abreiflen der Stromung im Auflenbereich des Fliigels ist besonders deshalb
unerwiinscht, weil sich dort die Querruder befinden, so dass mit dem Auftriebsverlust
auch eine Beeintriachtigung der Steuerbarkeit verbunden ist. Diese Nachteile konnen durch
Verwindung sowie durch Mafinahmen zur Verhinderung des Abreiflens der Strémung im

Langsamflug (Vorfliigel, Slats) gemildert oder ganz beseitigt werden.

Einfluss der Verwindung. Wegen der Linearitdt der Prandtl’schen Integralgleichung

beziiglich des Anstellwinkels

A
€A mit
Verwindung
A A< > “ohne
. Verwindung
a =0, mit
Verwindung { a # 0, mit
Null- A o #0, ohne Verwindung
verteilung Verwindung
) 1 R
oy < 0 e% (%
- a—qg——»
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setzt sich die Zirkulationsverteilung eines verwundenen Fliigels additiv zusammen aus der-
jenigen des angestellten, unverwundenen Fliigels (linear abhéngig von «) und der des nicht
angestellten, verwundenen Fliigels (unabhéngig von «). Die Auftriebskurve des verwun-
denen Fliigels ist gegeniiber der des unverwundenen Fliigels parallel verschoben. Zur Er-
mittlung der Zirkulationsverteilung und des Auftriebsverlaufs eines verwundenen Fliigels

sind also stets zwei Rechnungen durchzufithren, ndmlich

- ohne Verwindung mit Anstellwinkel a (z.B. a = 1)

Ermittlung der Anstellwinkelabhéngigkeit fiir den vorgegebenen Grundriss

- mit Verwindung ohne Anstellwinkel (o = 0) oder bei einem beliebigen Anstellwinkel
a = const. Berechnung der Zirkulationsverteilung in einem Punkt der verschobenen

ca(a) - Kurve des verwundenen Fliigels.

Aus der Parallelverschiebung kann dann der Nullauftriebswinkel o bestimmt werden.

Mit diesen Ergebnissen lasst sich die Zirkulationsverteilung eines angestellten, verwunde-

nen Fliigels auch zusammensetzen aus der

- Zirkulationsverteilung beim Anstellwinkel o — «g, die vom Grundriss abhéingig ist

und linear vom Anstellwinkel o — oy abhéngig ist, und aus der

- Nullverteilung des verwundenen Fliigels bei o = ay und ¢4 = 0. Diese Zirkulations-
verteilung hiangt nicht vom Anstellwinkel, sondern nur vom Grundriss und von der

Verwindung ab. Sie liefert keinen Beitrag zum Auftrieb.

Diese beiden Zirkulationsverteilungen sind nachfolgend schematisch dargestellt. (Die hin-
terlegten Verteilungen gehoren zu dem im c4(a) - Diagramm eingetragenen Punkt, Bei-

spiel a — ap = 4°)

%%
Nullverteilung
| 97
-1 Ui -1 17
ohne Verwindung mit Verwindung
grundrifabhéngig grundrifabhéngig

linear von o — oy abhéngig unabhéngig von «
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Eine Verwindung erfiillt folgende Aufgaben:

- Bei nichtelliptischem Grundriss ist bei einem unverwundenen Tragfliigel die Zir-
kulationsverteilung ebenfalls nicht elliptisch. Durch Verwindung kann fiir einen c4
- Wert (Reiseflug) eine elliptische Zirkulationsverteilung und damit ein minimaler

induzierter Widerstand bewirkt werden.

- Durch geeignete Wahl der Nullverteilung kann das Abreifiverhalten im Langsamflug

beeinflusst werden

mit Verwindung Beispiel 1: Verwindung zur
(elliptisch)

Erzeugung einer elliptischen

Zirkulationsverteilung. Tra-
ohn

Verwindung pezfliigel mit méBiger Zu-

spitzung: In den Auflen-

schnitten muss der ortliche

Anstellwinkel erhoht wer-

den.

Ca mit Verwindung

Beispiel 2: Verwindung zur

Verbesserung des Abreif}-

ohne verhaltens. Trapezfliigel mit

Verwindung méaBiger Zuspitzung: In den

Auflenschnitten muss der

1 Z ortliche Anstellwinkel redu-

ziert werden.

Aus den gezeigten Beispielen ergibt sich, dass sich beide Forderungen mit einer Ver-
windung nicht erfiillen lassen. Daher sind beim Entwurf von Tragfliigeln Kompromisse

einzugehen, die je nach Aufgabenstellung zu unterschiedlichen Losungen fithren.
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2.5 Der Pfeilfliigel beliebiger Streckung

Die bisherige Theorie galt nur fiir

— Fliigel groBer Streckung. In diesem Fall ist die Aufspaltung ay = o, + o; moglich.

Fiir kleine Streckungen sind die getroffenen Naherungen nicht mehr zuléssig.

— Ungepfeilte Fliigel. Auch bei gepfeilten Fliigeln lédsst sich «; berechnen. Das zu-

gehorige 2D Problem (Anstellwinkel «.) dndert sich jedoch stark, insbesondere in

der Umgebung des Mittelschnittes und im Auflenbereich des Fliigels.

In einer weiterfithrenden Theorie, die allgemeiner anwendbar ist, muss daher eine flichen-

hafte Wirbeldichtenverteilung k(z’,y’) zu Grunde gelegt und insbesondere auch die z-

Abhéngigkeit beriicksichtigt werden. Dabei soll aber weiterhin ein ebenes Wirbelsystem

in der Ebene z = 0 zu Grunde gelegt werden. Bei der Anwendung auf Fliigel mit kleiner
Streckung bedeutet dies, dass das Aufrollen der Wirbelschicht nicht beriicksichtigt wird,

so dass weiterhin eine lineare Tragfliigeltheorie vorliegt.

2.5.1 Die Grundgleichung der Tragflichentheorie

dr

/ DN oS

=
=

‘,\;
i Y

()

Im Folgenden wird ein ebenes Wirbelsystem in
der Fliigelebene z = 0 mit einer flichenhaften
Wirbeldichtenverteilung k(z’,y’) auf dem Trag-
fliigel zu Grunde gelegt. Der Fliigel wird in Strei-
fen dy’ eingeteilt. Dies sind die Elementarfliigel.
Jeder von ihnen ist in Tiefenrichtung ebenfalls in
Streifen dz’ eingeteilt. Auf jedem Flachenelement
dz'dy’ sitzt ein tragender Wirbel der Starke

dl' = k(') y') do’,

der sich an beiden Seiten in Form von nicht-
tragenden Wirbeln gleicher Stédrke nach hin-
ten bis ins Unendliche fortsetzt (Hufeisenwir-
bel). Jeder Elementarfliigel dy’ wird also durch
ein System von Hufeisenwirbeln (Wirbelleitern)
reprasentiert. Die Gesamtzirkulation im Schnitt

y' = const. ist
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Dies ist auch die Gesamtstéirke der dem Elementarfliigel zuzuordnenden freien Wirbel. Da
sich die Zirkulation zweier benachbarter Elementarfliigel nur um dI' = T'(y' + dy') — T'(v/')
unterscheidet, geht also von jedem Elementarfliigel die Zirkulation dI' = (dI'/dy’)dy’ in
der freien Wirbelschicht nach hinten ab. Dies stimmt mit der fritheren Darstellung auf S.
62/63 iiberein.

Die Wirbeldichtenverteilung k(2’,y’) wird aus der kinematischen Stréomungsbedingung
berechnet. Diese lautet beim Auftriebsproblem fiir eine Skelettflsiche z(*)(2/,3') mit kleiner

relativer Wolbung und bei kleinem Anstellwinkel o gegen die Ebene z = 0

Darin ist w die von dem gesamten Wirbelsystem im Aufpunkt P(z,y) induzierte Storge-
schwindigkeit in z-Richtung. Sie berechnet sich mit Hilfe des Biot-Savart’schen Gesetzes

wie folgt:

o
\/dl" = k(z/,y)da’
v, Induzierende Seite:
¥ Hufeisenwirbel
9, der Starke dI’
x an der Stelle
2y, 2 =0.
Aufpunkt:
P(z,y) in der
Belegungsebene
Y —bp(xjy) z =0 an der
Stelle

y/>\ x,y,z = 0.

A,

Der Beitrag des tragenden Wirbelstiicks zum Aufwind in P(z,y) ist nach dem Biot-

Savart’schen Gesetz (siehe Vorlesung Stromungsmechanik IT)

d_Fsinﬁd ,__d_Fx—x’dy,

d*w = — =
4 72 y 4 3

mit

r=y/(e -2+ (y—y)>
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Der Beitrag des rechten nichttragenden Wirbels zum Aufwind in P(z,y) ergibt sich aus
dem Biot-Savart’schen Gesetz zu

dal' 1 dal' 1 A
dw = —— (1 D) = — 1
w 47ry—y’( + cos ) 47ry—y’< + " )

Der linke nichttragende Wirbel induziert eine entgegengesetzte Geschwindigkeit, die aber
etwas kleiner ist, weil sein Abstand vom Aufpunkt um dy’ groBer ist. Es bleibt also effektiv

eine induzierte Geschwindigkeit des nichttragenden Wirbelpaares {ibrig, die sich aus dem

Gradienten d(dcsf) und der Streifenbreite dy’ zu
d
2
d*w = d—y/(dw)dy'
ergibt. Mit
d(dw) _ dI’ 1 1+:)3—x’ N 1 (z—2)2y—7v)
dy'  4m [(y—y)? r y—y 2rr?

folgt dann fiir den Beitrag des Wirbelpaares

dl’ 1 r—x r—x
Pw=""1_—" (1 4y
v 4w[<y—yf>2<+ . )+ = } Y

Die Induktion des ganzen Hufeisenwirbels der Stérke dI' = k(2’,y') d2’ ist damit

k(') y) 1 x—a
2, — ) 1 i
d“w I =y + . do'dy"

und fiir die Gesamtinduktion aller Hufeisenwirbel ergibt sich durch Integration iiber die
Fliigelflache

/

. +s . zp(y') ,
N= — ¢ —— | k@) (1+ 222 ) ardy
w(z,y,0) 47Tj§(y_y,)2 / (fc,y)< +— z'dy
-s Ty (y')

Fiihrt man hier eine partielle Integration in Spannweitenrichtung unter Beachtung des
Cauchy’schen Hauptwertes durch, so ergibt sich (ohne Herleitung)

+s zp(y')

1 1 d
47 y—vy dy

s Ty (Y

v

w(x,y,0) = k(2 y") (1 + ) dx'dy’

!

Setzt man dieses Ergebnis schliefilich in die kinematische Strémungsbedingung ein, so
folgt

+s zh(y')

02 1 1 d x—a
_ — . ]f / / 1 d /d /
@ ox 47TVOOj§y—y’ dy’ / (x,y)( + r ) ey

- Ty (y')
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mit

r=y(z—2)?+(y-y)>

Dies ist die Grundgleichung der Tragflichentheorie. Der Integrand ist bei ¢y’ = y singulér,
so dass wieder der Cauchy’sche Hauptwert zu bilden ist. Die Gleichung gilt fiir ein ebenes
Wirbelsystem in der Fliigelebene z = 0 sowie fiir kleine relative Wolbungen und fiir kleine
Anstellwinkel «. Nebenbedingungen fiir die Wirbeldichtenverteilung k(2’,y") sind

Seitenkante: k(z/,y = £s) =0

Hinterkante: k(z),,y’) = 0. Dies ist die Kutta’sche Abflussbedingung.
Die Grundgleichung der Tragflachentheorie stellt einen Zusammenhang her zwischen der

Fliigelgeometrie 2(*)(x,y) und der Anstromung o einerseits und der flichenhaften Wir-

beldichtenverteilung k(z’,y’) andererseits. Bei der
— Entwurfsaufgabe ist

gegeben: k(z',y’) durch die Druckverteilung in der Form

k(x4 —  oben
Cp:_Qi::F (x7y)a
00 Voo +  unten
i k + oben
denn es gilt wet
2 — unten

gesucht:  Fliigelgeometrie 2(¥)(z,y) und Anstellwinkel o
— Nachrechnungsaufgabe ist
gegeben: Fliigelgeometrie 2(*)(z, y) und Anstellwinkel o
gesucht:  Wirbeldichtenverteilung k(z',1/)
Daraus folgt dann wie oben die Druckverteilung und damit weiter

Gesamtauftriebsbeiwert

1 2 ([ k(z,y)
cAZE//Acpd:cdyZE// . dx dy
&) (%)

Gesamtnickmomentenbeiwert

SRy L
MNasc - Slu VOO
()

Die Integralgleichung der Tragflichentheorie lisst sich in allgemeiner Form nicht 16sen.

xdx dy

Es existieren nur Naherungsverfahren. Fiir Fliigel groler Streckung kann man aus der In-
tegralgleichung der Tragflichentheorie in einem langwierigen Prozess mit entsprechenden
Annahmen die Prandtl’sche Integralgleichung herleiten. Fiir Fliigel sehr kleiner Streckung
sind ebenfalls Vereinfachungen moglich, die zur Theorie schlanker Korper fithren. Die
Grenzfille sind jeweils sehr viel einfacher zu behandeln als die Losung der vollstédndigen
Integralgleichung.
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2.5.2 Das Wirbelleiterverfahren

NI

Bei der Tragflachentheorie war
jeder Elementarfliigel mit einer
in Tiefenrichtung kontinuierlichen
Wirbeldichtenverteilung k(2 1/)
belegt worden. Man kann nun aber
auch jeden Elementarfliigel mit
einer gewissen Anzahl diskreter
Wirbel belegen. Dadurch entsteht
fiir jeden Elementarfliigel eine
Wirbelleiter. Die Stérke dieser ein-

zelnen Wirbel ist dann zu bestimmen. Bei M Flachenelementen in Tiefenrichtung und N

Elementarfliigeln in Spannweitenrichtung hat man M x N unbekannte Zirkulationswerte

.

Bei der Anordnung der Wirbel auf den Flichenelementen unterscheiden sich die Methoden

etwas. Ublicherweise wird folgende Konfiguration gewshlt:

ortliche
b Linie
~
\\
\
lp
~—
\‘,\O\ ~ % Punkt
\
B (]

Auf jedem Fliachenelement wird der tragen-

de Wirbel in die ortliche lz”fLinie gelegt

und der Aufpunkt, in dem die kinemati-

sche Stomungsbedingung erfiillt wird, befin-
det sich im %fPunkt des Mittelschnittes des

Flachenelementes.

Die Begriindung fiir diese Wahl riihrt von dem Grenzfall der 2D-Strémung (Theorem von

Pistolesi).
- %l —
I~ ™\ ‘
s
V — é - —w
. | ——

Bei einer angestellten ebenen Platte verlauft die

Wirbeldichte in Tiefenrichtung entsprechend der

1. Birnbaum’schen Verteilung. Deren Schwer-
punkt ist der [/4-Punkt. Ordnet man dort einen

Einzelwirbel der Stéirke I' an, so lidsst sich die

kinematische Stromungsbedingung nur noch in

einem Punkt erfiillen.
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Wihlt man diesen im 3//4-Punkt, so wird dort die Geschwindigkeit

r T
2T

induziert, und aus der kinematischen Stromungsbedingung folgt

_o_w _ T
S VAR v
I' = @V o.

Damit ergibt sich fiir den Auftrieb

A = obVol = obV2iira
_ Qvr2

und
A
Cp = = 21«

STEY

Dieser stimmt mit dem Ergebnis der Skelett-Theorie fiir schlanke Profile iiberein.

Zur Bestimmung der M x N Unbekannten Wirbelstirken I' wird die kinematische
Stromungsbedingung in den M x N Aufpunkten erfiillt, und man hat ein lineares Glei-

chungssystem zu l6sen.

Die Ermittlung der induzierten Geschwindigkeiten in den Aufpunkten erfolgt nach dem

Biot-Savart’schen Gesetz:
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Ein Wirbelstiick AB induziert in einem Aufpunkt C' die Geschwindigkeit

—w = R(COS 0, — cos bs)

senkrecht zu der Ebene ABC'. Fiir die Ortsvektoren gilt
T —Ta T —TA T —TpB
Y —Ya Y—Yya Y—YB

und die weiteren geometrischen Groflen sind

‘7?1 X FQ‘ FOFI F0F2
=——=—3 costh=——; coslh=—=
o ToT1 Torz2
Damit ist
T 1 Fofy Toh —w  Abwind
W= e - :
A |ry X T \ 71 T2 +w  Aufwind

Im Folgenden wird mit diesem Ergebnis die Induktion eines allgemeinen Hufeisenwirbels

berechnet. Dabei ist:

Az 4,y4)
T
/ B(xp,yB)
©14
|-
©18

C(z,y)
Beitrag des Wirbelstiicks AB:
7 x b = [z —za)(y—ys) — (@ —2p)(y — ya)
rorn (e —xa)(@ —xa) + (Ys — Ya) (Y — ya)
1 V(e —24)2+ (y — ya)?
for2 _ (zp —za)(w —xp) + (ys —ya)(y — yn)

ry V(& —2p)?+ (y —yp)?



102 2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT

Somit ist

r 1

ST ar e = wa)(y — ye) — (@ - 2n)(y — gl SIGN (7 x 72)

X

(5 —za)(® —2a) + (Yp —ya) (Y —ya)
V(e —24)2+ (y — ya)?

(xp —xa)(x —2B) + (yB — Ya)(y — yB)] .
V(& —x5)?+ (y — yp)?

Beitrag des Wirbelstiicks A oo

+1

I 1 [ T —Tp

T dry—ya | @ —2a + (4 — ya)?

Beitrag des Wirbelstiicks B oo

+1

r 1 [ T —xp

Ay =y |V =zl + (v va)

Damit ist die vom Hufeisenwirbel eines induzierenden Fliachenelementes n im Aufpunkt

des Fliachenelementes m induzierte Geschwindigkeit

r, 1

—Wmn — - —— X
v 4m { (@ = 24)(Ym — YB) — (@m — 2B) (Ym — ya)| SIGN (71 X 73)

y [@B — ) (@n = 24) + (Y5 = Y)W —ya) _
\/(xm - tTA)z + (ym - yA>2

(zp — xa)(Tm — 2B) + (YB — Y4)(Ym — YB)

_ +
\/(xm —28)% + (Ym — yYB)?
TIm — T A
+ 1+ =
Ym — Ya V(@ —24)% + (ym — yAP]
Ym — YB V (@m — 25)2 + (Ym — y5)?
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Dabei sind A und B die Eckpunkte des induzierenden Hufeisenwirbels am Flachenelement
n. Die von allen induzierenden Hufeisenwirbeln im Aufpunkt des Flichenelementes m

induzierte Geschwindigkeit ist dann

n=1

Damit lautet die kinematische Stromungsbedingung im Aufpunkt an der Stelle m (unver-

wundener Plattenfliigel bei kleinem Anstellwinkel «)

—Wp, = Vot m=1,2,..., M x N

und dies ist dann das lineare Gleichungssystem fiir die M x N Unbekannten I',,.

j=l 1 | 2| 3|45 |6 |7 |N

Zahlvariable fir die
/ /\\ Flachenelemente
/ \ - in Tiefenrichtung i
] N i=1,2,...,M

' ; //\\ - in Spannweitenrichtung j
3 7 N ji=1,2,....N
M / \ Elementarfliigel.

Ay;
Fiir den Auftrieb eines Elementarfliigels j gilt

M
Aj = 0Ay; Voo X Ty

i=1
Damit ist der ortliche Auftriebsbeiwert

A
a; — an
‘T Ay T zzf

wobei [; die ortliche Fliigeltiefe des Elementarfliigels bezeichnet. Der Gesamtauftrieb ist

N
A=>"4;
j=1

und der zugehorige Auftriebsbeiwert ergibt sich aus

N M
0 Z ijvoo Z Fij
B A = i=1
“T eyt 2y23

9 N M
Cp = V—Z ;FU
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Mit Hilfe der ortlichen Auftriebskraft am Flachenelement A;; = o Vo Ay;I';; lassen sich
Nickmomente um beliebige Bezugsachsen berechnen. Fiir die Ermittlung des Beiwertes

des induzierten Widerstandes

+1

Cu, = / (m)as(m)dy

-1

kennt man

Cal 1 &
=) = |y
K (252 voob; ’

Bestimmt man sich durch Interpolation die Werte fiir die ortliche Zirkulation in den
Multhopp’schen Schnitten, so lidsst sich damit sowohl die Bestimmung von «; als auch die

nachfolgende Integration langs der Spannweite bequem ausfiihren.

2.5.3 Das Panel-Verfahren zur Losung des Auftriebs- und Dickenproblems

In diesem Abschnitt soll eine Methode dargestellt werden, mit der die Druckverteilung
an Tragfliigeln mit Dicke und Wélbung berechnet werden kann. In seinen Grundziigen
besteht das Panel-Verfahren aus mehreren grundlegenden Schritten. Im ersten Schritt
wird die Oberflache des Tragfliigels in eine grofle Zahl von viereckigen Oberflichenele-
menten (Panel) zerlegt. Die Oberflichen werden darauf mit Singularitéten belegt, zum
Beispiel mit flaichenhaften Verteilungen von Quellen sowie von Dipolen. Durch die Fest-
legung einer bestimmten Stéirke der Singularitdten auf jedem Oberflichenelement kann
die kinematische Stromungsbedingung zumindest jeweils in einem Aufpunkt eines jeden
Oberflachenelements erfiillt werden. Die numerische Aufgabe besteht also darin, genau
diese Singularitdtenstirken zu ermitteln. Dieses fithrt zur Aufstellung eines Gleichungssy-
stems fiir die Singularitdtenstarken, das mit numerischen Standardmethoden gelost wer-
den kann. Im letzten Schritt kann durch Uberlagerung der induzierten Geschwindigkeiten
der nun bekannten Singularitdten und der Geschwindigkeit der freien Anstromung das
Stromungsfeld in jedem beliebigen Punkt berechnet werden. Die Panel-Methode kann
auch auf komplexe Flugzeugkonfigurationen mit Rumpf, Tragfliigeln, Leitwerken etc. er-

weitert werden. Hierzu wird auf die weiterfithrende Literatur verwiesen.
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Im Folgenden soll das Panel-Verfahren aus der allgemeinen Losung fiir das Storpotential

nach Abschnitt 2.1 hergeleitet werden. Danach existiert fiir das Potential im Gebiet V/

die allgemeine Losung fiir das Storpotential
1 1 0 1 0 (1
w0 == [ () vz ()] 5435 [ () s+ w0
SB W

Diese Losung erfiillt die Laplace-Gleichung 7%p = 0 und die Randbedingung im Un-

endlichen lim, ., /¢ = 0. Die Quellsingularitdten ¢ und Dipolsingularitdten p auf der
Fliigelkontur Sp und entlang des Nachlaufs Sy, sollen jetzt so bestimmt werden, dass
auch die kinematische Stromungsbedingung und die Kutta’sche Abflussbedingung erfiillt
werden.

2.5.3.1 Kinematische Stromungsbedingung als Neumann-Problem

Die kinematische Stromungsbedingung

Ve =07 = iV

wird hier direkt durch Einsetzen der Elementarlosungen aufgestellt. Es war

@(x,y,Z)zﬁf a%(_) ——/ ()dS+C

SB+Sw

Also

Lot foo (erenf o

Sp+Sw

Diese Gleichung gilt fiir jeden Punkt auf der Oberfldche Sp.
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Vorgehen in numerischen Methoden:
- Wahl von Aufpunkten, dort Ansetzen der kinematischen Stromungsbedingung

- Damit Umwandlung der Integralgleichung in algebraisches Gleichungssystem

moglich

2.5.3.2 Kinematische Stromungsbedingung als Dirichlet-Problem

Ausgangspunkt ist das Sprungverhalten der Geschwindigkeiten iiber eine mit Quellen und
Dipolen belegte Oberfliche Sp:

Nachlauf

Die verallgemeinerte Form des Verhaltens der Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle

von Sp ist (vgl. Abschnitt 2.1.4, allgemeine Form hier ohne Beweis):
U (ZeSE) = U (ZeSp) £ 5 (—oni —7p)

- Erster Term der r. S.: Storgeschwindigkeiten als Folge der Singularititenbelegung

von &' # ¥

- —oi: Sprung der Normalgeschwindigkeit infolge Quellbelegung im Punkt 7’ = 7.

Vorzeichen folgt daraus, dass 7 in Richtung S5 zeigt

- — v/ i Sprung der Geschwindigkeit in tangentialer Richtung infolge Dipolbelegung

im Punkt @ = 7

Nehmen wir an, die gesuchte Losung der Potentialfunktion im Innern des Korpers habe

die Eigenschaft

O, =&, fiiralle TeSp , P =Usx + Vooy + Weez

oder

p; =0 firalle ZeSy
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Zur Erfiillung der kinematischen Stromungsbedingung muss der Vektor der Normalge-
schwindigkeit infolge der Anstromung entgegengesetzt zum Sprung der Normalgeschwin-

digkeit in Folge der Belegung mit Singularitéten sein.

n-Veo- - = ol

o = 1n-Vy

Damit sind die Quellstarken an allen Punkten der Kontur bestimmt und erfiillen die
kinematische Stromungsbedingung. Die Belegung mit Dipolen erzeugt auf Sj; nur eine
Anderung der Tangentialgeschwindigkeit und steht somit im Einklang mit der kinemati-

schen Stromungsbedingung.

Die Forderung nach ¢; = 0 kann durch Anwendung der allgemeinen Losung

1 0 (1 1 1
e [ () [ (F) -0
Sp

Sp+Sw

in diskreten Aufpunkten erfiillt werden. Fiir die Eindeutigkeit der gesuchten Verteilungen
von g muss der Wert von g im Nachlauf Sy mit Hilfe der Kuttabedingung festgelegt

werden.

2.5.3.3 Kutta’sche Abflussbedingung

Mit Hilfe der Kutta’schen Abflussbedingung wird aus der Zahl der moglichen Losun-
gen diejenige ausgewéhlt, bei der die Stromung an der Hinterkante des Tragfliigels glatt
abstromt. Entsprechend dem Vorgehen bei der Tragfliigeltheorie muss hierfiir die Form,

Position und Stéarke der Singularitdtenbelegung im Nachlauf festgelegt werden.

Dipolstarke im Nachlauf

Fiir die Wirbelverteilung der Skelett-Theorie war die Kutta’sche Abflussbedingung

k (.f(f/ = l) =0 fiir Pun = Pob

Fiir die Dipolverteilung an der Hinterkante bedeutet das




108 2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT

von der Hinterkante iiber den gesamten Nachlauf. Fiir einen Profilschnitt am Tragfliigel
bedeutet das:

Hob
S X
— Hw
—
p—un
Mzr=1) = const. = Hw

An der Hinterkante wirken die Dipolverteilungen von Ober- und Unterseite in entgegen-

gesetzte Richtungen und somit gilt

Hob — Hun = HW

zur Bestimmung der Dipolstéarke des Nachlaufs.

Alternativ: Forderung nach gleicher Tangentialgeschwindigkeit auf Ober- und Unterseite
an der Hinterkante. In Verbindung mit der Sprungbeziehung der Tangentialgeschwindig-
keit in der Dirichlet-Randbedingung fiihrt das auf

a,uob - 8,U/un
ds  O0s

s: Konturkoordinate in Richtung der Hinterkante

Anwendungsbeispiel fiir Kuttabedingung:

- Belegung der Panels
mit  Dipolverteilung
konstanter Stérke

- aquivalent zu Wirbel-
ring um Panelrand

- Forderung nach
fob = Hun — pw =0

- Ergebnis:
F'w=Tgp—Tu

|Jun = run

Form des Nachlaufs

In 3D Stromungen um Tragfliigel ist die Form des Nachlaufs wichtig, da er als Wir-
belschicht Storgeschwindigkeiten auf dem Fliigel und anderen Teilen der Konfiguration

induziert.
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Nachlaufeigenschaften:

1. erzeugt keinen Auftrieb - freier, nicht tragender Wirbel
2. Geschwindigkeitsvektor parallel zur Wirbelschicht
3. Stérke der Langswirbel = const. wegen Helmholtz-Wirbelsatz

4. oder puy léngs des Nachlaufs = const.

Eigenschaft 2. ist schwierig zu erfiillen, da Geschwindigkeitsfeld apriori unbekannt ist. In
vielen praktischen Féllen kann aber die Form des Nachlaufs als gerade Verlangerung des

Hinterkanten-Bisektors angendhert werden.

2.5.3.4 Aufstellung des linearen Gleichungssystems

Hier sollen die prinzipiellen Schritte skizziert werden, mit denen die Integralgleichungen
der kinematischen Stromungsbedingungen nach Abschnitt —5.1- und -5.2— in ein lineares

algebraisches Gleichungssystem reduziert werden, das numerisch gelést werden kann.

Das Problem sei eindeutig definiert durch

- Festlegung der Kombination von Quellen und Dipolen, z. B. nach den Gleichungen
0=1 Ve, ¢; =0 (vgl. 2.5.3.2)

- Definition der Kutta’schen Abflussbedingung und der Form des Nachlaufs

Nun wird die Oberfliche Sp in Oberflichenelemente (Panel) zerlegt. Im einfachsten Fall

sind das Panel, die mit vier geraden Seiten beschrieben werden und eine flache Oberfliache

aufweisen: N Panel auf Sp

Ny, Nachlaufpanel auf Sy,

Die kinematische Stromungsbedingung wird auf den Aufpunkten der Panel angesetzt. Die
Dirichlet-Randbedingung

1 0 (1 1 1

= [ e) g o (F) e
Sp+Sw Sp

geht fiir jeden Aufpunkt iiber in

1 o (1 g 9 (1 N1 1
v [omG)stn [ mG)e-Xe [ o()s-

SpPanel - Sw Panel k=1 SpPanel

N

k=1

Fiir jeden Aufpunkt findet Summation der Einfliisse aller Panel statt!
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Dabei kann die Berechnung des Einflusses eines einzelnen Panels auf die Potentialfunktion

als numerischer Einflusskoeffizient abgespeichert werden:
1 o (1
— — (=) dS| = uC
ar | Mo (r) i Hk

—i 0(1) dS = 0By
47 r

Die Dirichlet-Bedingung wird damit zu

N Ny N
ch,uk + Z Ci + ZBkUk =0
) =1 )

Die o}, sind bekannt durch o, = ﬁk-voo. Die y sind iiber die Kuttabedingung verkniipft mit

speziellen p,-Werten der Hinterkantenpanel. Das heifit, dass die Werte von C}, fiir Hinter-
kantenpanels um Beitrage des Nachlaufs geédndert werden. Die Dirichlet-Randbedingung

fiir den Aufpunkt P wird somit
N N
> Cut == Biow
k=1 k=1

Durch Aufstellen dieser Gleichung fiir alle Aufpunkte erhélt man das Gleichungssystem.

a1 Q2 ... QIN H1 RH S,
Qg1 Q22 ... Q2N 2 . RHS,
| N1 AaN2 aNnN | [ BN L RHSy i

Die Terme RHS,, RHS,, ... konnen mit Hilfe der bekannten Quellstirken berechnet
werden.
Durch numerische Losung dieses vollbesetzten Gleichungssystems kénnen die jy, bestimmt
werden.

Der Geschwindigkeitsvektor an den Aufpunkten der Panel ist dann
Vi = Vi + o+ i+ Qi+ Iy + Gt - 170

Mg, l;, an Einheitsvektoren der lokalen Panelkoordinaten
Qnk = —Ok Normalgeschwindigkeit aus Quellstarke
Qi = —%: Tangentialgeschwindigkeit aus Gradient der Dipolstéirke in [-Richtung

Gmk = —g%’; Tangentialgeschwindigkeit aus Gradient der Dipolstéarke in m-Richtung

Die Gradienten der Dipolstidrke kénnen durch finite Differenzen {iber benachbarte Panels

angendhert werden.



2 DER TRAGFLUGEL BEI UNTERSCHALLGESCHWINDIGKEIT 111

Der Druckbeiwert folgt aus der Bernoulligleichung fiir inkompressible Stromung

2.5.3.5 Einfache Singularititen-Elemente und ihre Einflusskoeffizienten

Es werden beispielhaft einfache Singularitidtenbelegungen vorgestellt und analysiert. Die-
ses sind Elemente mit konstanter Singularitétenstirke und flachen Panelgeometrien. Hin-
sichtlich der mathematischen Beschreibung von weiteren Elementen mit Belegungen, ins-
besondere solcher hoherer Ordnung, wird auf die Fachliteratur am Ende des Kapitels

verwiesen.

2D Quellverteilung mit konstanter Stérke

Eine Quellverteilung, die auf der x’-Achse von 2/ = x; bis 2’ = x5 angeordnet ist, indu-
ziert im Aufpunkt P Storpotential und Geschwindigkeitskomponenten entsprechend den
Gleichungen in Abschnitt 2.1.3.1

x2
Yo = % In\/(z — 2')* + 22 da’
x1

2
/

o T— ,
u = — | ————dz
2 ) (z— ') + 22
T

ZA

<y

(X17 O) (X27 O)
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Die Integrale dieser Gleichungen konnen analytisch entsprechend [6] gelost werden. Nach
langerer Algebra ergibt sich
o

do = L flrm) - o) 2205 - 0)

rk:\/(a:—xk)2+z2

mit ©, = arctan
T — T

Die Geschwindigkeitskomponenten folgen durch Differenzieren des Storpotentials:

= Lplemn) 2

A (z—xy) 4 22

o Z
w = — |arctan — arctan
™ r — To r — I

Mit diesen Formeln werden die Einflusskoeffizienten von Panels fiir den Fall berechnet,
dass der Punkt P nicht auf dem Panel liegt.

Von Interesse ist auch der Fall, dass der Aufpunkt auf dem induzierenden Panel liegt, d.h.

der Einflusskoeffizient eines Panels auf seinem eigenen Aufpunkt:

o
g (z,0£) = i [(z — 1) In(z — 21)° — (2 — 25) In (2 — :172)2}
u(x,0+) = 1 (x = 1) (=0 im Mittelpunkt des Panels)

2 | (x — x9) |
Die Normalgeschwindigkeit wurde bereits in Abschnitt 2.1.4.1 angegeben:

w (z,0+) = j:%

2D Dipolverteilung mit konstanter Stérke

Eine Dipolverteilung mit der Dipolachse in z-Richtung, die auf der a’-Achse von ' = x;
bis ' = x5 angeordnet ist, induziert im Aufpunkt P Storpotential und Geschwindigkeits-
komponenten entsprechend den Gleichungen in Abschnitt 2.1.3.2
x2
7 z :
= —— dz
b 2n ) (z—2/)’ + (2 — 2)°

z1

T2

y = 8_<p:ﬁ/[ (:c—:c’)2z _da’
(

or w Tz — x/)2 + 22}
T

z2

O u/ (w—a) =22
0z 27 [(x _ x’)2 + 22]

1
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Das Integral des Storpotentials entspricht dem Integral fiir die Normalgeschwindigkeit der
Quellverteilung. Also

z

¢Yp = R arctan — arctan

2 T — X9 T — I

Ein Vergleich dieses Ergebnisses mit der Potentialfunktion eines rechtsdrehenden Poten-
tialwirbels im Punkt (2/, 2’)

z—2z

P = o arctan vgl. Vorlesung Stromungsmechanik 11

/ )
™ r— X

zeigt, dass die Dipolverteilung konstanter Stérke equivalent ist zu zwei diskreten Poten-

tialwirbeln an den Panelkanten, die entgegengesetzte Drehrichtung aufweisen:

ZA zA

ol
X
Xy
e
%J)

X X
Aus dieser Betrachtung ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten entsprechend den

Ergebnissen der Vorlesung Stromungsmechanik II:

—u 2 2
u o= — —
2 [(z —x1)2 4+ 22 (v —x9)? 4 22
u[ T — T T — Ty }
wo= 5= 2 - 2
2 [(x—x) 4+ 22 (v —x2)” + 22

Wenn der Punkt P auf der Oberfliche des Panels liegt, so erhilt man nach Abschnitt
2.1.4.2

¢ (z,0+) = ﬂFg

und die Geschwindigkeitskomponenten sind

d
w(r,04) = F ‘;(;)zo

— i 1 1
wz,0%) = 2 |(z—21) (2 —a2)

Somit sind die Storgeschwindigkeiten singuldr an den Seitenkanten des Panels.
Mit den hiermit vorliegenden Herleitungen fiir die Einflusskoeffizienten von Quell- und Di-
polverteilungen kann ein numerisches Panelverfahren zur Berechnung von 2D Strémungen

direkt erstellt werden.
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3D Quell- und Dipolverteilungen konstanter Stérke

Ein viereckiges Panel mit geraden Seitenkanten wird durch die vier Eckpunkte definiert

ZA

* P(xy.2)

(X3,Y3.0)

(Xl1 Y1, 0)

(X4,Y2,0)
X

Das Storpotential des Panels mit konstanter Quellstérke ist nach der allgemeinen Losung

o(x,y,2 —_U/ a5
Vi

(x—2)" + (y— y) + 22

Die Integration fiihrt selbst in den lokalen Koordinaten des Panels, bei dem das Panel
in der  — y Ebene angeordnet ist, zu langwierigen Ausdriicken, Ref. [6], [11]. Das geht

ebenso fiir die induzierten Geschwindigkeiten u, v, w.

Entsprechend verhélt es sich mit einer Dipolbelegung konstanter Stéarke. Diese ist equiva-

lent zu einem Wirbelring entlang der Rénder des Panels:
pd\
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Bezeichnet man mit r den Abstand des Aufpunktes P vom induzierenden Punkt (2, /', 0),
dann ist das Storpotential nach Abschnitt 2.1.3.2

wofn-r
=—— | —dS
¥D 47 73

S

Der Zahler des Integranden ist gleich dem Wert von z im lokalen Koordinatensystem des

Panels und somit gilt
L zdS

47 r3
S

YD =

Die Storgeschwindigkeiten konnen mit Hilfe des Biot-Savart Gesetzes fiir den Wirbelring
berechnet werden, die allgemeine Form lautet:
' [dsxT
A7 73

U= ,=np

Die Resultate fiir vorgegebene Lage der Paneleckpunkte sind wiederum sehr lang, vgl. die

angegebene Literatur [6], [11].
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3 Der Tragfliigel bei Uberschallgeschwindigkeit

Im Rahmen der Theorie kleiner Storungen ist die Potentialgleichung

(1 - Maio) oz + Pyy + 022 =0

zu l16sen. Dabei sind folgende Félle zu unterscheiden:

Unterschallanstréomung, Ma., < 1.
In diesem Fall ist die Differentialgleichung vom elliptischen Typ. Der zugehorige
Mechanismus der Storungsausbreitung ist dadurch gekennzeichnet, dass die von ei-
nem Punkt des Stromungsfeldes ausgehenden Storungen jeden beliebigen anderen
Punkt des Stromungsfeldes erreichen, weil die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Schall-
geschwindigkeit) der Storungen iiberall grofier ist als die ortliche Stromungsge-

schwindigkeit.

Uberschallstromung, Mo, > 1.
In diesem Fall ist die Differentialgleichung vom hyperbolischen Typ. Stromabwirts

von einer Storstelle

Aufpunkt

Vorkegel

breiten sich die Stérungen nur im Nachkegel (Mach’scher Kegel) dieser Storstelle
aus. Fiir seinen (halben) Offnungswinkel (Mach’scher Winkel) p gilt (Zeitintervall

7)

. Qoo * T 1 1
S1n = = —=
a Voo ' T Voo  May
1 1
tanp = sin

\/l—sinz,u: vV Md?, — 1

Betrachtet man umgekehrt einen Aufpunkt, so kann dieser nur von Stérungen er-

reicht werden, die von Storstellen ausgehen, die im Vorkegel
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(Abhéngigkeitsbereich) dieses Punktes liegen.

Die Losungen der hyperbolischen Differentialgleichung sind von denen der elliptischen
Differentialgleichung grundverschieden. Deshalb muss der Fall einer Uberschallstromung

ganz neu betrachtet werden.

3.1 Einfiihrung in das 2D Problem

3.1.1 Aufgabenstellung und allgemeine Losung

Es soll ein beliebiges Profil
(kleine relative Dicke, klei-
ne relative Wolbung, klei-

ner Anstellwinkel «) in der
Moo >1

; x-z-Ebene betrachtet wer-
den. Die Kontur sei zx(z).
Die zu losende Potential-

gleichung lautet

(Maio — Dpge — 0. =0

Man koénnte diese Potentialgleichung mit Hilfe der Gothert’schen Regel oder der Acke-
ret’schen Regel auf den Fall Ma.,, = V2 transformieren, so dass dann nur noch die Po-
tentialgleichung ¢, — ¢,, = 0 zu behandeln wéare. Die hier folgende Theorie ist jedoch
so einfach, dass es keine Erschwernis bedeutet, die Machzahl Ma., in der Gleichung zu

belassen. Die Ergebnisse enthalten dann die Ackeret’sche Regel automatisch.

Die Randbedingungen lauten

rT— —00 : P,=¢,=0

Am Korper  zg(z) ddz—;(:Ui 3

Fiir das so beschriebene Problem existiert eine allgemeine Losung. Sie lautet

¢ = fi(§) + fa(n)

3Hier wird die Geschwindigkeit der Anstrémung mit U, bezeichnet
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mit

§ = z—uztanp
1

Ma® —1

o

und tan pu =

n = z+xtanp

Dies ist die d’Alembert’sche Losung. f; und fy sind zwei beliebige Funktionen der Ar-
gumente ¢ bzw. 7, die aus den Randbedingungen zu ermitteln sind. Die Giiltigkeit der

d’Alembert’schen Losung lédsst sich leicht beweisen. Es ist
2 S 23 P
oy, = TL(OENT o (00N (S e
d&? \ or dn? \ Ox dgz  dn?

& (g) L L (&;) _Th  &h

P de? \ oz dp2 \oz) — dez ' dnp

und

Eingesetzt in die Potentialgleichung ergibt sich

df,  d*fy 1 df,  d*fy
Ma® — 1 : B (e lE S
(Mo, )<d§2+dn2) Ma%, — 1 <d§2+dn2> 0

und man sieht, dass die Gleichung erfiillt ist.

Die d’Alembert’sche Losung kann folgendermaflen interpretiert werden. Zunéchst ergibt

sich fiir die Storgeschwindigkeiten
u=¢, = fi(—tanp)+ fytanp = (f; — fi)tanu

wobei f] = dfi/d§ und fi = dfs/dn bedeuten. Man kann nun zwei Félle unterscheiden,

namlich

a) fo = const., fi=0. Dann ist

Linien £ = const.

u = —tanp fi(§) (linksliufig)
w = fi(§)
Auf den Linien & = const. sind

dann u,w, ¢, und die Stromliniennei-

gung dz/dx jeweils konstant. Damit er-

gibt sich fiir ein Beispiel der gezeichne-

te Stromlinienverlauf.
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b) fi = const., f{ = 0. Dann ist

u = tanp f5(n)

/
w = f5(n)
Auf den Linien 7 = const. sind dann N A - o N
N
u,w, ¢, und die Stromlinienneigung R AR AR R *
dz/dz jeweils konstant. Linien 1 = const.

(rechtsldufig)
In den beiden skizzierten Fiéllen sind auf den Linien & = const. bzw. n = const. alle

Stromungszustande gleich, so dass sich die gezeichneten Stromlinienbilder ergeben. Die
Linien £ = const. (linksldufig) und n = const. (rechtsldufig) sind die Charakteristiken

oder die Mach’schen Linien des Stromungsfeldes.

Die Funktionen f; und f; ergeben sich aus den Randbedingungen. Bei der Umstromung ei-
nes Korpers (Beispiel gewolbte Platte) darf in der Zustromung keine Stérung vorhanden
sein. Jede Stromlinie lésst sich als feste Wand auf-

fassen. Es gilt W ; 7 p
— obere Hilfte: — - , !
nur linkslaufige Machlinien _’__}W
/ / ILL / /
§ = const., fa = const. { %9» f x’ i’:;
e
— untere Halfte: —_— ’7‘ .

AN AN N AY

nur rechtsldufige Machlinien —‘F—m
\ \ Y

n = const., fi = const. , --—‘/T\—

\ \ \ \
\ \ N N

weil stromauf keine Storung vorhanden sein kann.

Aus dem skizzierten Stromlinienbild fiir eine gewdélbte Platte ergibt sich, dass sich die von
ihr ausgehenden Stérungen nur nach hinten fortpflanzen, und zwar entlang der Mach’schen
Linien. Oberseiten- und Unterseitenstromung konnen einfach aneinandergesetzt werden.

Storungen der Oberseite beeinflussen die Unterseite nicht (und umgekehrt).
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3.1.2 Die Umstromung einer flachen Ecke

Ein wichtiges Grundproblem der Profiltheorie im Uberschall ist die Umstromung einer

flachen Ecke. Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden:

Konvexe Ecke In diesem Fall ist Ad > 0.
§ = const. Die Stromung verlduft bis zur
/ / / y linkslaufigen Machlinie durch

d -— ! ’ / die Ecke ungestort, dahin-

’ / / / ter wandparallel. Stromab ist
~ ~ ,"‘\' , ) die Geschwindigkeit grofer als
/ ’

, die der Anstromung. An der

s Ay Machlinie finden also Beschleu-
nigung, Druckabsenkung und
Verdiinnung statt. Die Stromung um eine

konvexe Ecke, wie sie hier im Rahmen der linearisierten Theorie fiir Uberschallstromun-
gen behandelt wird, stellt eine Naherung fiir die exakte Losung der Prandtl-Meyer’schen
Eckenstromung fiir beliebige Umlenkwinkel Ad > 0 dar [3], [4].

Konkave Ecke In diesem Fall ist Ad < 0.

§ = const. Die Stromung verlauft wie-
der bis zur linksldufigen
7 7 / Machlinie durch die Ecke

/ / / ungestort und  dahinter

wandparallel. In diesem

' Fall ist die Geschwindigkeit

, ; ’ ' .
)/ S —AY stromab kleiner als die An-
z & stromgeschwindigkeit.  An

der Machlinie findet also
Verzogerung, Druckanstieg und Verdichtung statt.

Die Strémung um eine konkave flache Ecke, wie sie hier im Rahmen der linearisierten
Theorie fiir Uberschallstromungen behandelt wird, stellt eine Niherung fiir den schrigen
Verdichtungsstofl dar, der bei Ad < 0 auftritt (die Vertiefung des schriagen Verdichtungs-

stofles erfolgt in der Vorlesung Profilaerodynamik).

In beiden Féllen konnen nur linksldufige Charakteristiken £& = const. auftreten, und es

ist fo = const., fi =0.Im Bereich der Zustromung zur Ecke (Gebiet co) gilt

deg __w _w _h_
de  Ug+u Uy Uy
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Damit ist

f1=0 und Uoo = Weo = 0
Dies ist die ungestorte Anstromung.

Im Gebiet (1) hinter der Ecke gilt

dzx f{
— xS =AY
dx Uso
Daraus folgt
fi=-A0U,, also uy = —fitanpu = A9 Uy, tan p

und wy = f] = —AV Uy

Fiir die Druckdnderung gilt im Rahmen der Theorie kleiner Storungen mit ¢, = —2u/Us
Oco
Ap = P17 P = Cp17Uo20

Ap = _QooUooul )
und mit dem Ergebnis u; = Ad Uy, tan p folgt weiter

Ap = (—A0) 0 U2, tan

An einer flachen Ecke ist die Druckénderung Ap der Umlenkung Av proportional. Im

einzelnen gilt

Konvexe Ecke, A¥ >0 : Ap <0 Druckabnahme, Verdiinnung, Ge-
schwindigkeitszunahme

Konkave Ecke Ad¥ <0 : Ap>0 Druckzunahme, Verdichtung, Ge-

schwindigkeitsabnahme.

Im Grenzfall sehr kleiner Umlenkungswinkel geht der Differenzenquotient in den Diffe-

rentialquotienten iiber, und man erhélt

2
dp— —— 2V g9 g gy

Ma® —1

o

und durch Integration folgt
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In einer Uberschallstromung hingt der Druck aufler von Anstromungsgrofien
(Koo, also 00, Uso, Mas,) nur vom Neigungswinkel ¢ der ortlichen Stromungsrichtung

gegen die Anstromung ab.

3.1.3 Die angestellte ebene Platte

/ /
// o \//_
,‘\\' , Die Ergebnisse fiir die Umstromung
4
Do o \/7 einer flachen Ecke lassen sich einfach

Maoo > 1 \\/\L n w ,// bei der angestellten ebenen Platte
> \ . anwenden. Es ergibt sich das ge-
- » ~ zeichnete Stromlinienbild. Fiir die
\\\. N Druckverteilung folgt
- ——————» v
—c, A Pob — Poo = —2¢oc ttanp
b
° Pun —Poo =  2¢ocxtanp
Pun — Pob = 4%0 « tan:u‘
—C >
0 1 5 /1
un
Fiir die Druckbeiwerte ¢, ldsst sich schreiben
—2«
c = —
Pob Ma/go _ 1 4a
ACP = Cpun - Cpob = 2
. B 200 Ma?, — 1
M — 1

Bei Uberschallstromung ist die Druckverteilung an der angestellten ebenen Platte auf
Unter- und Oberseite konstant. Vorder- und Hinterkante werden nicht umstréomt. Die
Druckdifferenz zwischen Unter- und Oberseite ist dort jeweils endlich. An der Vorderkante
tritt keine Saugkraft auf, an der Hinterkante existiert eine Kutta’sche Abflussbedingung

bei Uberschallstrémung nicht.

Die resultierende Luftkraft R ist

R = (pun —pop) b+l =4blgoatan p
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Fiir den Auftrieb folgt daraus
A=R -cosa~ R

und

A B 4o B
bl ML 1

Cq —

dea 4
doo Ma?, — 1

Dieses berithmte Ergebnis stammt von Ackeret (1925). Fiir den Widerstand ergibt sich

W=R -sima~R-a~A-«

und

Im Gegensatz zur reibungslosen 2D Unterschallstromung (d’Alembert’sches Paradoxon)
existiert in reibungsloser 2D Uberschallstromung ein Widerstand. Er heifit Wellenwider-
stand. Die angestellte ebene Platte besitzt einen auftriebsabhéngigen Wellenwiderstand,

welcher dem Quadrat des Auftriebs proportional ist.

Wegen der konstanten Druckverteilung greift die resultierende Luftkraft bei xp = 1/2 an.

Fiir das Nickmoment folgt

oder Cmnee = —=Ca und Cmo =0
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Somit ist die Neutralpunktlage

Diese Ergebnisse lassen sich in Abhéngigkeit von der Machzahl Ma,, folgendermafien

darstellen:

Glauert

Prandtl- % 7

Ackeret

-------- P
ﬁ

5 ,'é _Cp“ \\
%aoo L ¥ Y
/// Z 0b
________ f/ 7 YR RN
/ 7. ® -
O ' & %
Ma o
1 <_\W
2
W #£0
W=0 i
, 7
Unterschall |, ¥ Uberschall Ma oo
[rans-
schall

Beim Ubergang von Unterschall- zu Uberschallstromung verschiebt sich bei der angestell-
ten ebenen Platte der Angriffspunkt der resultierenden Luftkraft von (/4 nach [/2. Fiir

Uberschallflugzeuge resultieren daraus ganz erhebliche Trimmungsprobleme.

Fiir Ma., = /2 ergibt sich fiir den Auftriebsanstieg dc,/da = 4, so dass man insgesamt

schreiben kann

%(Maoo) — (dca/da)Maw:\/i _ 4
dov Ma?, — 1 Ma?, — 1

Dies ist die Ackeret’sche Regel, die in den hergeleiteten Ergebnissen automatisch enthalten

ist.



126

3.1.4 Beliebige Profile

/

P
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Im  Folgenden
sollen  spitzna-
sige Profile be-
trachtet werden,
bei denen sich an
der Vorderkan-
te beidseitig die
Stromung ~ um
eine flache Ecke
ausbildet. Im
iibrigen  gelten

die  bisherigen

Voraussetzungen fiir kleine relative Dicke, kleine relative Wolbung und kleine Anstell-

winkel.

Grundlage der gesamten Profiltheorie im Uberschall ist das Ergebnis, dass der Druck an

einer Stelle dem Neigungswinkel 9 der Stromung an dieser Stelle gegen die Anstromung

proportional ist. Damit gilt fiir die Druckverteilung

Pobun — Poo = _2(]00 (tan M)ﬁob,un

Mit den Neigungswinkeln

Yop = v — o und Do, = — <a — dz“")

dx dx
folgt
2 ( dzob’un) — oben
C oo, un = :Fi a - °
ror MaZ, — 1 dx + unten

Spaltet man die Kontur noch auf in Skelett und Tropfen geméf3
2oy = 29 + 2 und 2 = 2 — z(t),

so ergibt sich fiir die Differenz der Druckbeiwerte zwischen Unter- und Oberseite

4 dz®)
Acy = Cp,, — Cp,y = =1 (a - %)
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Nur Skelettform z(*)(x) und Anstellwinkel o tragen zur Lastverteilung bei. Fiir den Auf-

triebsbeiwert erhalt man daraus

Dieses bemerkenswerte Ergebnis besagt, dass im Uberschall alle Tragfliigelprofile mit glei-
chem Anstellwinkel (gegen die Profilsehne gemessen) den gleichen Auftriebsbeiwert be-
sitzen. Dicke und Wolbung tragen zum Auftrieb nicht bei. Damit ist fiir alle Profile der
Nullauftriebswinkel

Oé()ZO

Aus der Druckverteilung ldsst sich auch das Nickmoment berechnen. Nach einiger Rech-

nung ergibt sich [3]

4 o n / 2% d(m)
Cge = ——F——5—= | 5 - ,
Nase Ma,2 _ 1 2 ) l l

Cmo = Cm(ca=0)=cp(ap=0)

1
4 2(9) x
o= e [5G
o M. 1/ r
& 0
Das Nickmoment ist also auch von der Skelettform abhéngig. Fiir die Druckpunktlage
folgt

Tp Cdemy,,  Cmo TN Cmo

{ de, Cq ) Cq

TN 1 fiir alle Profile, unabhéngig

! 2 von Dicke und Wélbung.
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Aus der Druckverteilung ergibt sich auch der Wellenwiderstand

1

Cw = — / (Cpun * Vun + Cpyy - Vob) d <%>

0

Setzt man auch hier die Neigungswinkel ¢ ein und verwendet man die geometrische Auf-

spaltung in Skelett und Tropfen, so folgt nach einiger Rechnung [3]
1 2 2
szi Maoo—l Ca‘l‘CwO

mit

o e | ) oG ] () o)

Das erste Glied beschreibt den auftriebsabhéngigen Wellenwiderstand. Er ist unabhéngig
von der Profilform (wie bei der ebenen Platte) und ~ c¢2. Der Nullwiderstandsbeiwert
Cwo = Cu(c, = 0) setzt sich aus einem wolbungs- und einem dickenabhéngigen Anteil
zusammen, die jeweils ~ (f/1)? bzw. ~ (d/I1)? sind. Wélbung und Dicke tragen somit zum
Wellenwiderstand bei Uberschallgeschwindigkeit bei. Berechnet man die Nullwiderstands-

beiwerte fiir einige Profile im Uberschall, so folgt fiir

Ebene Platte: - Cuwo = 0
Parabelskelett: - 1 oo — 64 ( f ) ’
| T 3/ MaE — 1\

1 2
16 d
om0 (1)
‘ " 3y/MaE — 1\

profil:

2
Doppelkeilprofil: — P (‘_i)
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Dabei ist bemerkenswert, dass der Wert fiir das Doppelkeilprofil fiir vorgegebene relative
Dicke d/I das Minimum darstellt. Beziiglich des Wellenwiderstandes bei Nullauftrieb ist
daher das Doppelkeilprofil das giinstigste Uberschallprofil.

3.1.5 Gepfeilte Fliigel A — oo

Betrachtet wird ein gepfeilter Fliigel (Profil ebene Platte) im Grenzfall A — oo.

DS

Maoo Der  Pfeilungswinkel  von

M o'e) . .
~—a/ N Vorder- und Hinterkante sei
v, der zugehorige Koérperwin-

\/ kel ist dann

7,
7
C

™

\\ ’}/25—@

. Die  Uberschallanstromung
LN Ma,, > 1 lésst sich zerlegen
. in die Komponenten normal
1. Fall - M . und tangential zu den beiden

Macon > 1 \ Kanten

Uberschallkanten Mach-Linie?‘

Masny = Maycose = Magsinsy

Masr = Massing = Mas, cosvy
Die Grole der Normalkomponente Maon bestimmt die Art der Umstromung des Fliigels,
denn durch die vektorielle Addition einer ungestorten und daher iiberall konstanten Tan-

gentialkomponente dndert sich der Strémungstypus nicht. Bei der Komponentenzerlegung

konnen nun zwei Falle auftreten, namlich

a) Ma.,n > 1: Die Machzahlkomponente senkrecht zu beiden Kanten liegt im Uberschall-

bereich. In diesem Fall ist dann mit May, = 1/sinp
Moy = May siny>1

sin 7y

- >1; also v > u
sin

Die Mach’schen Linien sind damit wie gezeichnet stéarker gepfeilt als die Korperkanten.
Dies ist der Fall von Uberschallkanten. Die Machzahlkomponente senkrecht zu
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den Kanten liegt im Uberschallbereich. Der Stromungstyp entspricht dem bei einer an-
gestellten ebenen Platte im Uberschall mit konstanter Verteilung der Druckdifferenz zwi-

schen Unter- und Oberseite ldngs der Fliigeltiefe.

b) Mooy < 1:

Die  Machzahlkomponente

%o: senkrecht zu beiden Kanten
j/l liegt im Unterschallbereich.
Ma Dann ist
Mas .
DR oo sin 7y
¢ - <ljalso v<p
sin p
! v
R - f Die Mach’schen Linien sind
R schwiicher gepfeilt als die

~

Korperkanten. Dies ist der
Fall von Unterschallkan-

gl ten. Obwohl eine Uber-

p schallstromung vorliegt,

2. Fall erfolgt die  Anstromung
Mason <1 senkrecht zur Vorderkante
Unterschallkanten mit  Unterschallgeschwin-
digkeit. Der Stromungstyp

entspricht deshalb dem bei

einer angestellten ebenen Platte im Unterschall mit einer Verteilung der Druckdifferenz
zwischen Unter- und Oberseite entsprechend der 1. Birnbaum’schen Normalverteilung. Es
gibt also Uberschallstromungen, die vom Strémungsablauf her wie Unterschallstromungen

aussehen.

Bei der Behandlung von Tragfliigeln endlicher Spannweite kénnen nun sowohl Uberschall-
als auch Unterschallkanten vorliegen. Mit den Bezeichnungen

Unterschallvorderkante UVK

Uberschallvorderkante  UVK

Unterschallhinterkante UHK

Uberschallhinterkante ~ UHK
sind im Folgenden die bei Tragfliigeln endlicher Streckung auftretenden Kombinationen

skizziert und jeweils eine typische Differenzdruckverteilung und der zugehorige Stréomungs-

verlauf fiir einen Schnitt y = const. schematisch angegeben.

Dabei ist zu bedenken, dass an einer auf dem Fliigel verlaufenden Mach’schen Linie (M.L.)

Unstetigkeiten im Druckverlauf auftreten konnen. Die verschiedenen Kombinationen sind:
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1) Unterschallvorderkante/Unterschallhinterkante (UVK/UHK)

ML.,’
7

ML
N

O

3) Uberschallvorderkante/Uberschallhinterkante (UVK/UHK)

ML, {
e

Py
@

ML 1 2/l
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4) Uberschallvorderkante /Unterschallhinterkante (UVK/UHK)
Bei riickwartsgepfeilten Fliigeln fiithrt diese Kombination zu Fliigeln mit nach auflen
zunehmender Fliigeltiefe. Dies kommt im Hinblick auf strukturelle Gesichtspunkte
nicht in Frage. Die genannte Kombination tritt jedoch bei vorwiérts gepfeilten Fliigeln

auf:

P P »
@ @ T >

Bei der Behandlung von 3D-Tragfliigeln sind solche Stromungsverhéltnisse zu erwar-

ten. Im Folgenden sollen nun derartige 3D-Strémungen berechnet werden.

3.2 Kegelsymmetrische Uberschallstrémungen
3.2.1 Grundbegriffe

Kegelsymmetrische (konische) Uberschallstromungen sind spezielle Uberschallstromun-
gen, bei denen der Stromungszustand, also Druck und Geschwindigkeit nach Grofle und
Richtung, auf Strahlen durch einen Punkt (Kegelspitze) konstant ist. Voraussetzung dafiir
ist, dass auch die Randbedingungen am Ko&rper kegelig sind oder dass bei nichtkegeli-
gen Korpern wenigstens bereichsweise kegelige Randbedingungen vorliegen, so dass die
Stromung aus kegeligen Feldern zusammengesetzt werden kann.

Beispiele hierfiir sind

a) Nichtangestellter Kegel z

Y

\
A
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b) Angestellter Deltafliigel

c) Rechteckfliigel

Mas, >1 l
!
A -
hd , o
. 7
RS : ,:/, Y
Y 7
TN : SO ’/
A/\(\‘ i P,
\\ N i ’ // I
N . 4
\ N i , / I
\ A i 4 / !
\ \ S . 4 / L
N ! ,
ML : ‘ML
i
z ¥ Die Me-

thode, Druckverteilungen bereichsweise aus denen kegeliger Felder zusammenzusetzen,
ist notwendigerweise beschrénkt. Sie ist nur im Uberschall anwendbar, und sie besitzt
im Unterschall kein Analogon. Die Voraussetzungen fiir die Existenz kegelsymmetrischer

Stromungen lassen sich folgendermaflen herleiten: Betrachtet sei ein Kegel entsprechend
der Figur. Die daraus zu bildenden Korper I (kurz) und Korper I7 (lang) sind geometrisch

dhnlich. Nach dem Mach’schen Ahnlichkeitsgesetz sind damit auch die Stromungen um

beide Korper bei Ma,, = const. mechanisch dhnlich. Dies bedeutet fiir die Stromungsge-

schwindigkeit 1% . .
<V<P2>> _ <V<P1>>
Voo Korper IT Voo Korper T

Diese Aussage gilt bei kompressibler Stromung sowohl im Unterschall (Mas, < 1) als auch
im Uberschall (Ma., > 1). Betrachtet sei nun der Korper /I bei Uberschallanstromung,

Ma, > 1. In diesem Fall dndert sich der Stromungszustand am vorderen Teil des Korpers
nicht, wenn man den Koérper bei P; abschneidet, weil sich bei Ma, > 1 Stérungen strom-

aufwarts nicht fortpflanzen konnen. Damit gilt

(V(P1)> _ (V'(Pl))
Voo Korper IT Voo Korper [

Diese Aussage gilt nur im Uberschall. Aus beiden Gleichungen folgt

(W%)) _ (WR))
Voo Korper IT Voo Korper I1

Damit ist der Stromungszustand auf dem Strahl durch die Kegelspitze, der P, und Ps
verbindet, konstant. Der betrachtete Fahrstrahl sowie die Lage des Punktes P; auf ihm

sind ganz beliebig. Mithin ist der Stromungszustand auf allen Fahrstrahlen durch die
Kegelspitze konstant, jedoch natiirlich von Fahrstrahl zu Fahrstrahl verschieden. Eine
solche Stromung nennt man eine kegelsymmetrische (konische) Stromung. Sie existiert

nur im Uberschall.
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3.2.2 Die Transformation von Busemann

Fiir alle Uberschallmachzahlen 1,2 < Ma,, < 3 ist mit Hilfe der Géthert’schen Regel eine
Transformation des Problems auf Ma., = v/2 moglich. Deshalb soll im Folgenden nur
dieser Fall betrachtet werden. Die zu losende Potentialgleichung fiir 3D-Stréomung lautet

dann

Prz — Pyy — Pzz = 0

Zur Losung dieser Gleichung werden Kegelkoordinaten n,( mit dem Ursprung in der

Kegelspitze

und (=

SHES
SR

eingefiihrt. Jeder Strahl ist somit durch ein Wertepaar 7, ( festgelegt. Fiir die Ableitungen
gilt

O _ Yy _ " _
or 2 T ox 2

Der kegelsymmetrische Charakter des Stromungsfeldes ist in einem Ansatz fiir das Stérpo-
tential ¢ zu formulieren. Auf einem Fahrstrahl (7, () sind die Komponenten der Storge-
schwindigkeit u, v, w, damit auch der Geschwindigkeitsvektor nach Grofile und Richtung
sowie der Druckbeiwert ¢, jeweils konstant. Das Storpotential ¢ ist dagegen auf dem

Fahrstrahl (7, ¢) nicht konstant, weil ja fiir die Storgeschwindigkeit ¢

U= grad ¢

gilt. Mithin muss ¢ eine lineare Funktion von x sein, und der Ansatz fiir das Storpotential

einer kegelsymmetrischen Stromung lautet

o=u-f(nC).
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Daraus folgt fiir die Storgeschwindigkeiten

0 0
w=2 = ol

- of on  of o
= f(n’C)jo(&_n'%Jr&_C'%)

= f,0)—a (fﬂ + ff)

u(n,¢) = f(n,¢) —nfy(n,¢) = Cfe(n, ¢)

W,0) = o fy = Q)
1

Aus dem gewéhlten Ansatz folgt, dass die Storgeschwindigkeiten unabhéngig von x und
auf einem Fahrstrahl (n, () konstant sind. Auch der Druckbeiwert ist dann wegen ¢, =
—2u/V,, auf dem Fahrstrahl konstant.

Fiir die weiteren partiellen Ableitungen folgt

8] [y

=~ (fa= Fo =0 = Cfen) % = (fe = e = fo = o)

1
Prz = E (772frm + 277Cf77C + C2fCC)

Pyy = Efmz
1
oz = ;fcc

Setzt man diese Ergebnisse aus dem Ansatz in die Potentialgleichung ein, so folgt

(1 ~ 772) Som = 20C foc + (1 - C2) fee=0
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Die hier durchgefiihrte Transformation stammt von Busemann (1942). Fiir kegelsymme-
trische Stromungen wird das 3D—Problem auf ein 2D—Problem in der n—(-Ebene zuriick-
gefiihrt. Dort ist eine lineare partielle Differentialgleichung fiir die Funktion f(n,() zu

losen.

Die Verhéltnisse in der n—(—Ebene lassen sich folgendermaflen darstellen. Es sei die
Stromung um einen Deltafliigel mit Unterschallvorderkanten betrachtet. Bei Mao, = /2
gilt

1

tanpy = ———==1
Ma® — 1

o0

und die Mach’schen Linien (ML) verlaufen unter p = 45°. Mit dem Korperwinkel 7 ist
das Verhéltnis

8

tan
= T tany
tan
Ebene z = const.
lMaoozx/i ¢4
I Machkegel
> 1] /
: y ,”, b \\
! 7 ~
. // P(nvg)
Vi T = 1 \
! , r .
7’ 1 ~ 1 \
// N N 1 w 1
et T _._.:.\_ ...... ! ! -
7 - 1 1 -
e / ! \\\ —1\‘ -m +m I:—i—l
L7 T = const. | AR \ )
,/l : \\\ \\ Fliigel ,l
4 - N A /
ML E SML
/7 . N ~ -
7 1 AN \~~___,’
: _
i
i
i
i
Y

Die n—(—Ebene stellt die Querschnittsebene senkrecht zur Anstromung fiir beliebige Stel-
len x = const. dar. Wegen Ma., = /2, 1 = 45° ist der Machkegel in der n—(-Ebene ein
Kreis mit dem Radius » = 1. Der Deltafliigel mit Unterschallvorderkante erstreckt sich
fiir kleine Anstellwinkel nédherungsweise auf der Abzisse im Bereich —m < 1 < +m. Die

partielle Differentialgleichung 2. Ordnung ist fiir folgende Randbedingungen zu l16sen:

Am Korper gilt die kinematische Stromungsbedingung. Sie lautet fiir einen angestellten

ebenen Plattenfliigel

(=0; —-m<n<+4+m : w=—aV, = const.



3 DER TRAGFLUGEL BEI UBERSCHALLGESCHWINDIGKEIT 137

Weit weg miissen die Stérungen abgeklungen sein. Im Uberschall ist diese Bedingung je-
doch nicht im Unendlichen, sondern schon auf dem Machkegel erreicht, weil Stérungen den

Bereich auflerhalb des Machkegels nicht erreichen konnen. Damit gilt auf dem Machkegel

772+§2:1 u=v=w=0

3.2.3 Die Transformationen von Tschaplygin und Germain

Zur weiteren Behandlung des 2D—Problems lésst sich die n—(-Ebene als komplexe Zahlen-

ebene € auffassen, und es ist

e=mn+i( =re¥

Durch eine Koordinatentransformation nach Tschaplygin kann auf eine neue komplexe

Zahlenebene

e =m +i( = pe™

iibergegangen werden. Dabei bleibt der Winkel w, und fiir die Radien gilt die Umrechnung

20
0= —"— oder r=
T 1+ 02

' e-Ebene ) e1-Ebene
iC A iC1 A

P(ni,¢)
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Durch diese Transformation ergibt sich fiir den Machkegel » = 1 der neue Radius o = 1;
der Machkegel bleibt also unverdndert. Der Fliigel bleibt wegen w = const. auf der reellen

Achse, aber seine Spannweite verédndert

iC1 A sich. Es ist
Machkegel 1—+v/1—m2 1++1—m2
m = .
: m 1+ V1 —m?
1—1+m?
\ ml —=

Y m(1++v1—m?)

m
rm BRI ey

N y Die Randbedingungen auf dem Fliigel sind

Se PRe also an verdnderter Stelle zu erfiillen.

—i Durch die Transformation geht die Dif-
ferentialgleichung fiir f(n, () in eine neue

Gleichung fiir die neue Funktion f(n;,(;) iiber. Geht man vom Storpotential ¢ auf die
Storgeschwindigkeiten u, v, w zuriick, so zerfallt die Potentialgleichung wieder in drei Glei-

chungen fiir die drei Geschwindigkeitskomponenten. Dabei ergibt sich (ohne Beweis):

Pu  0%*u

2
—+— = =0
o Tog V"

v 0% 5
8—77% + a—é_lz = Vv=0
Pw  Pw V2w — 0

o7 o

Als Ergebnis der Tschaplygin—Transformation erhédlt man also die Laplacegleichung fiir
alle drei Geschwindigkeitskomponenten. Diese sind natiirlich iiber die Bedingung der Dre-

hungsfreiheit miteinander gekoppelt.

Zur weiteren Behandlung des Problems kann eine erneute Transformation vorgenommen
werden, die auf Germain zuriickgeht. Sie lautet

2¢¢ 20e™
1+e 1+ e

T=Tp+1T1 =

Mit dieser Transformation ergibt sich fiir den Machkegel o = 1

2e 2
T = - = - -
1 + esz e—iw | piw

2 1
T = . T =
COSwW — 18INw + CoSw +1sinw  Cosw
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Der Machkegel wird also auf die reelle Achse in den Bereichen 7 < —1 und 75 > 1

transformiert. Die gesamte 7—Ebene stellt das Innere des Machkegels dar.

ITr A
Fliigel
Machkegel Machkegel
""" 1 -m +m 41777 " ;R

20
1+ 02

Der Fliigel liegt also auf der reellen Achse und seine urspriingliche Spannweite 2m in der
e-Ebene bleibt erhalten. Der Fliigel hat also wieder die ehemalige Grofle. Von Germain
wurde gezeigt, dass in der neuen 7-Ebene die Laplacegleichungen fiir die Stérgeschwin-

digkeiten unverdndert erhalten bleiben:

Pu *u 5
ﬁ + 0—7_12 == V u = 0
v 0w 5
@ 8—7'12 = V v=20
Pw  Pw 5

In dieser Fassung lassen sich die Randbedingungen einfacher formulieren. Die Lésungen
dieser Laplacegleichungen sind nicht voneinander unabhéngig. Vielmehr bestehen zwi-
schen den Komponenten der Storgeschwindigkeiten Querverbindungen, die aus der Be-

dingung der Drehungsfreiheit
ow v  Odu OJw v Ou

— = == - =0

oy 0z 0z Or Ox oy
herriihren. Dies sind die Vertréglichkeitsbedingungen.

Fiir die Losung der gekoppelten Laplacegleichungen existieren viele analytische Losungen
fiir die verschiedensten Randbedingungen. Die Methoden zur Berechnung dieser Losungen
sind sehr unterschiedlich. Sie sollen hier im einzelnen nicht behandelt werden. Es ist das

Verdienst von

A.F. Donovan, H.R. Lawrence (ed.): Aerodynamic Components of Air-
craft at High Speed. High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion, Vol. VII,

Princeton University Press, 1957,
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diese Losungen aus den Originalarbeiten gesammelt und in einheitlicher Darstellung zu-
sammengefasst zu haben. Diese bedient sich der Funktionentheorie (vgl. Vorlesung Aero-

dynamik II, Kapitel , konforme Abbildung®). Bei jeder analytischen komplexen Funktion
g(’T) = R(TR,T[) +iI(TR,T[)

erfiillen Realteil (R) und Imaginérteil (1) die Laplacegleichung. Zur Losung der gekop-
pelten Laplacegleichungen sind also analytische Funktionen zu finden, welche die Rand-

bedingungen

- auf dem Fliigel (—m <1 <+m; 77 =0) Cow=—aV,
- auf dem Machkegel (TR < —1,73>+4+1,77=0) : u=v=w=0

und die Vertréglichkeitsbedingungen erfiillen. Die gesuchten analytischen Funktionen sind
u(tg, ) + i (T, 1) 3 u o= RU

(1)
(TR, 1) + WV (TR, TI) ;v = %(V(T))
w(Tr, 77) +iw' (T, 7) 3 w = %(W(T))

S <
T3 3
~— N~
[T

Die Realteile sind die gesuchten Storgeschwindigkeiten, die Imaginérteile ', v, w’ sind

ohne physikalische Bedeutung. Die Vertriglichkeitsbedingungen lassen sich iiberfiihren in

1T

dU = —7dV = dW

1—172

In dem genannten Buch sind in einheitlicher Darstellung die analytischen komplexen Funk-
tionen bzw. ihre Realteile fiir viele Beispiele zusammengefasst. Im Folgenden sind daraus
wichtige Losungen wiedergegeben, die dann im néchsten Abschnitt im einzelnen unter-

sucht werden sollen.
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Grundlosungen fiir kegelsymmetrische Uberschallstréomungen
Deltafliigel mit Unterschallvorderkanten, m < 1

[m2aVy, 1 }
| BE(k) V/m? — 72

[ aVs 1—72
v R (T v Ew'k))]

vollsténdiges elliptisches In-
tegral 2. Gattung

_unvollsténdiges elliptisches
E(9,k) Integral 2. Gattung

TR — arcsinwliTQ;/’{;:\/1—m2
—-m

1
_ i [O&Vm m ‘
Br vm?2 —1
( 1—mr 1+m7‘)}
- | arccos -+ arccos
m—T m-—+T
_onoo m 1— 72
= :l:§R 67‘( m 2arccos m]
AV
: : . w = =R z’a lnTij}
I I = | B T —m

-m -1 +1 +4+m "R

-
L

|
+1 TR

Aus: A.F. Donovan, H.R. Lawrence (ed.): Aerodynamic Components of Aircraft at
High Speed. High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion, Vol. VII, Princeton University
Press, 1957.
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3.2.4 Rechteckfliigel

Maoo—\/il
!
Ot -
R N T | Y R AR 7
e Y ! . A
4 AN l 1 I 4 AN
e AN i e II AN
4 AN . 4 AN
// 4:“’/( \\ ¢ : // \\
// \\ | // \\
AN - AN
,* ML ML > ¢ 7 ML ML .
7 N 117' 7 N
- b -
zVY
! ¢
U N : ’,_“__\ Machkegel
// \\ i // \\
’ \ 1 ’
’ v Fligel ’ \
/ \ . / \
1 \ [} 1 \
1 \ K i 1 \
L 1 L 1 1 =~
i —1 +1 =
i n
1

Es wird ein angestellter Plattenfliigel (Anstellwinkel o) mit dem Seitenverhéltnis A = b/1
betrachtet, der mit Ma, = v/2 angestrémt wird. Im Mittenbereich verhilt sich der Fliigel
wie bei 2D-Stromung, weil sich die vom Fliigelrand ausgehende Stérung nur innerhalb
des Machkegels am Fliigelende auswirken kann. Im Bereich [ herrscht konstanter Druck,

und fiir den Druckbeiwert gilt
Cp; = Cp,, = F200 (Mao, = \/i)

In den AuBlenbereichen liegt eine kegelsymmetrische Stromung mit der Kegelspitze in der

Vorderkante am Fliigelende vor. Die Vorderkante des Fliigels ist eine Uberschallvorderkan-

te mit dem Kérperwinkel v = 7 und m = tan~y/tanp = oo. Fiir die kegelsymmetrische

Stromung im AuBenbereich lautet die Losung (m = oo, f = /Ma>, —1 = 1)

200V —T
arctan
T 1+71

-2aVoo< [1—171 /1—7‘)]
w = R — arctan
T T T

Dabei wurde verwendet

u = R

1
lim _m 1 und lim E =1
m—oo v/m2 — 1 m—oo M
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Auf dem Fliigel —1 < 75 < 0; 77 = 0 ist der Ausdruck /=" rein imaginir. Dort ergibt

T

. . . o 1 . .
sich weiter mit arctan z = arccos Tz im vorliegenden Fall

1—71 .
arctan = arccosiv —r
T

- giunw:+m) ,

wobei der Klammerausdruck auf dem Fliigel rein reell ist. Damit folgt aus der Losung fiir

w auf dem Fliigel

=—aV, .

200V ( s )

w = ——
s 2

Damit ist gezeigt, dass die angegebene Losung fiir w auf dem Fliigel die kinematische

Stromungsbedingung erfiillt.

Benutzt man in der Losung fiir u die allgemeine Beziehung

. N 1 — a2
arctanz = +— arccos ———
2 14227
so ergibt sich
20V 1 - i
U = — arccos ————
T 2 1+ 1_+—TT

Voo
u = +2 arccos(1 + 27)
T

Auf dem Fliigel ist im Bereich der kegelsymmetrischen Stromung 7 = 7z = 7. Damit folgt

fiir die Druckverteilung

2u 2av _
=y = F— arccos(1 + 27)

und mit ¢, , = F2a ergibt sich

1
P _ - arccos(1 + 27)
Cpeb m

Fiir den mittleren Druckbeiwert ¢,

Ao im Randbereich gilt
Cpes
o 1
1, 0 Cpeb 2

Dies bedeutet, dass die Aulenberei-

che nur halb so viel zum Auftrieb

beitragen wie ein flachengleicher Be-

reich im Innenfliigel.

Bl V
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Fiir den Gesamtauftrieb ergibt sich damit aus der Druckverteilung
1 2
A=Ac,q0(b— 11+ §Acpebqool

Daraus folgt fiir den Auftriebsbeiwert

A 11 1
A= P = Ag,, (1 - 55) = Acp,, (1 - ﬁ)

Mit Ac,,, = 4a bei May, = v/2 erhilt man schlieflich

2A

und BN I

d 1 we b
= 4(1——) ) EURTRNUE P

1) Maoo—\/il

Cp = 404(1——

da oA

Diese Ergebnisse gelten fiir A > 2, wenn die beiden Randzonen links und rechts getrennt
sind. Fiir A < 2 iiberschneiden sich die beiden Randzonen. Fiir 1 < A < 2 entsteht im
Bereich der Hinterkante ein Gebiet mit einfacher Uberlappung [6].

Die Vorderkante eines Rechteckfliigels ist stets eine Uberschallvorderkante. Sie wird also
nicht umstromt, und es tritt keine Saugkraft auf. Deshalb steht die resultierende Luftkraft

senkrecht auf dem Fliigel, und fiir den Widerstandsbeiwert ergibt sich somit

1
—cpra=4(1—-——|a?
Cw Cp - X ( 2A)a s

und mit o = c4/4 (1 — 5 ) folgt weiter

IR UEE Y
2
TIE S TC
oder
cw A A2

A/mh T 41— %) 202A-1)
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Aus der bekannten Druckverteilung lasst sich auch das Nickmoment und damit die Neu-

tralpunktlage berechnen:

! 4
N 1 e Streifen quer zur
N a 1 Vi .
i . Anstréomung

1II s

Im Bereich I ist der Druck konstant. Die zugehorige Teilkraft greift im Schwerpunkt des

Trapezes an, und es gilt

1 3b—2l
3 b—1

In den AuBenbereichen ist der mittlere Druckbeiwert ¢, in allen Streifen quer zur An-

1
2

der Riicklage des Schwerpunktes der Dreiecksflache

stromung ¢, = 5¢,,,. Die Riicklage des Schwerpunktes S, dieser Teilfliche ist somit gleich

Damit ist das Nickmoment um die Nase
2

1
Mpase = —Acp,, oo (b — 1)la — 2§Acpebqoo§c.

Setzt man a und c ein, so ergibt sich nach elementarer Rechnung fiir den Nickmomenten-

beiwert

CMppee = —4 (— — —) fir Mao, = V2

_ 3 . B
CMpuse — 2A—1CA fiir Moo = V2
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Damit lassen sich die aerodynamischen Beiwerte fiir Rechteckfliigel zusammenfassend dar-

stellen:
dc,
A\
da %
* %
3 /
S
1 17
I
T } >
1 2 3 4 5 A
x/1h
0,5
041 7 /
03+ |
: %
021 '
N
0,1 !
17
!l - -
Cu | 2 3 4 5 A
c/TIA I
31 \
1 7
2 ! X
,//é
14+
7
O : : : : >
1 2 3 4 5 A

Der Auftriebsbeiwert besitzt fir A — oo den Grenzwert des 2D Problems im Uberschall
(dca/da)s = 4, und der Neutralpunkt wandert fiir A — oo gegen den Wert (xy /1) = 0,5
in 2D Strémung. Fiir A — oo geht der Quotient cy /(% /7A) zwar gegen unendlich, aber
der Widerstandsbeiwert selbst bleibt endlich

1

ew (A — 00) = 4a? = Zci

Fiir A < 1 versagt die Theorie kegelsymmetrischer Stromungen bei Rechteckfliigeln, weil

dann Felder mit mehrfacher Uberschneidung auf dem Fliigel auftreten.
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3.2.5 Deltafliigel mit Unterschallvorderkanten

Es wird ein angestellter Plattenfliigel (Anstellwinkel o) mit dreieckigem Grundriss bei der
Machzahl Ma., = v/2 (3 = y/Ma>, — 1 = 1) betrachtet. Es ist (tanu = 1)

Zunachst soll der Fall einer Unterschallvorderkante m < 1 behandelt werden. Fiir das

Seitenverhéltnis von Deltafliigeln gilt

b2 2b? b
AN=—= =2—.
S bl; l;
Damit ist
t b A <1
m=tany = — = —
7T, T
lMaoo = \/5
!
/// i \\ y
4 ! \\
/, : \\\
.’ ! AN
R L /! N Die Bedingung fiir ei-
L t i - . ne Unterschallvorder-
e ! ol N
- :4, N kante m < 1 bedeutet
/7 / -E N somit bei Mas, = v/2
e T = const i N
Y i N A<
i
- b > Als spéiter zu verwen-
i dendes Ergebnis sei
=¥ noch bereitgestellt
CA b
,"’ N\‘\\ /l\/lachkegel m'li:§
// \\
’ \
/ \
/ \
! \
! \
1 1
! 1
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Fiir Deltafliigel mit Unterschallvorderkanten lautet die Losung fiir kegelsymmetrische

Uberschallstromung
m2aV, 1
- ® L
“ E(k)  VmE—q2
aV 1—172
= e — - F
E(k) T2 — m?2 (0, k)
Darin bedeuten
i 1— 72
k=+v1—m? und ¥ = arcsin
1 —m?

und

J
E@W k) = / |~ k2 sin’o dy unvollstéindiges elliptisches
Integral 2. Gattung
0

w/2

E(k) = / 1 — k2sin’p dip vollstandiges elliptisches
0

Integral 2. Gattung.

Dabei sind k£ der Modul und ¢ die Amplitude.

Untersucht man zunéchst die Losung fiir w, so ist auf dem Fliigel 7 = n < m der erste
Ausdruck in der Klammer

[ 1-12 | -1 L
5 — — 5 rem imaginar.
72 —m2 m2 — 72

Die Grenze des Integrals ist

. 1 — 72 i T2 —m2?
¥ = arcsin 5 = arcsin 1-— 5
1—-m 1-—-m

T N i T2 —m2?
= — +arcsiny/ ——
2 1—m2 7’

und mit der allgemeinen Beziehung
arcsiniz = iln(x + V1 + x2)

ist der letzte Ausdruck fiir 7 < m rein imaginér. Auf dem Fliigel geht also das unvollsténdi-
ge in das vollstandige elliptische Integral 2.Gattung iiber (E(J,k) — E(5,k) — E(k),

man vergl. *) , und fiir die w—Komponente erhilt man damit

aV
w = B E(k) = —aV.

4P. F. Byrd, M. D. Friedman: Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and Physicists. Springer
Verlag Berlin, Gottingen, Heidelberg 1954, p. 12.
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Die kinematische Stromungsbedingung ist also auf dem Fliigel erfiillt.

Aus der Losung fiir u folgt sofort fiir den Druckbeiwert auf dem Fliigel 7 =n < m

2u 200m?

Cp:——:

+ )
Voo E(k)y/m? —n?

und mit ¢, , = F2a ergibt sich

Die Druckverteilung weist an

der Vorderkante eine Singularitéit

"l ¢ auf. Die Vorderkante wird um-
Cpes stromt (Unterschallkante, vgl. die
1. Birnbaum’sche Normalvertei-

lung). Es tritt eine Saugkraft auf.

(1T |
: LT :
-1 —-m +m  +1 n

Aus der Druckverteilung ergibt sich fiir den Auftrieb des Fliigels

= //(pun — Poo — Pob + pm)dzdy

Mit der Symmetriebedingung pu, — Poo = —(Pob — Poo) folgt weiter

= 2// DPun — Doo)dxdy = 2¢00 // Cpondxdy

Geht man zur Variablen 7 iiber, gemaf

Yy =nx und dy = xdn,

A:2qoo//cpun-d77-x-dz
(S)

so ergibt sich
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Mit der Druckverteilung erhélt man

, tl (i
A 2@s02am / (E) /:cd:c
0

E(k
RO
~——
m 12/2
und A 2 p2
A = 2otV [k
E(k) 2

Mit dem friither bereitgestellten Ergebnis ml; = b/2 ergibt sich fiir den Auftriebsbeiwert

24 A 5 m
= Goobli  qeoml? 7TO(E(I{:)
und fiir den Auftriebsanstieg
dea o m
doo 7 E(k)

Fiihrt man noch m = A/4 ein, so folgt schliefllich

dey w 1

da 2 E(k)

Bei der Darstellung dieses Ergebnisses treten folgende Grenzwerte auf:

A—=0 : m—0; Ek=v1—m?—1

/2
E(k)=EQ1)= / \/1—sin*pdp=1
0
dc_A (A—0) = T Dies i.st der Grenzf“all der
do Theorie schlanker Korper

Darstellung siche Figur (S. 151).
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Aerodynamische Beiwerte von Deltafliigeln mit Unterschall- und mit
Uberschallvorderkanten (Ma., = v/2)

Deltafliigel mit Unterschall- Deltafliigel mit Uberschall-
vorderkanten vorderkanten

Sy

UVK

- UVK

|
|

6--
5--
4--
T ohne Saugkraft
\

3__

2E(k) :
2 I.CS— N (k) - T
== - mit Saugkraft
O t t t l t t t } >

1 2 3 4 ) 6 7 8 A
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Beziiglich der Neutralpunktlage fiithrt folgende Uberlegung zum Ziel: Auf einem beliebi-
gen dreieckigen Fliachenelement entlang eines
Fahrstrahls auf dem Fliigel ist der Druck konstant.

Die Luftkraft an diesem Fliachenelement greift in

seinem Schwerpunkt bei 2/;/3 an. Auf benachbar-
ten Flachenelementen liegt zwar ein anderer Druck
entsprechend der Druckverteilung vor, aber alle
diese Teilkrifte greifen im Abstand 2[;/3 von der
Fliigelspitze an. Folglich gilt fiir den Neutralpunkt

Darstellung sieche Figur (S. 151).

Falls die resultierende Luftkraft senkrecht auf dem Fliigel steht, gilt fiir den Widerstand
W = A-«a. Nun wird aber die Unterschallvorderkante umstromt. Es tritt dort eine Saug-
kraft Sy auf, und fir den Widerstand gilt (kleine Anstellwinkel)

W:A'Q—SV.

Die Saugkraft lasst sich aus einer Analyse der Singularitdt an der Vorderkante ermitteln.
Dort geht der Druck gegen Unendlich und die Flache, auf die er wirkt, ist Null. Es ergibt

sich (ohne Beweis, vgl. %)

2

Zm*v/1-—m? ,
@ (oo

RO

Dies fiihrt auf einen Saugkraftbeiwert

Sy Sy mm 1—7’1120[2
- - )

- IS qooml? E2(k)

Cs

und mit dem Ergebnis fiir ¢4 in der Form

CA
= .2F(k
@ TA (k)

°R. Grammel:Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges. Verlag Vieweg Braunschweig 1917.
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folgt weiter

Fiir den Widerstandsbeiwert

Cw — CAOx — Cg

erhdlt man mit diesem Ergebnis

mit Saugkraft: ¢y = 7Y 2E(k) — 1—m2]
A
2

ohne Saugkraft: ¢y = —22B(k)
A

Die Grenzwerte sind

153

Die Ergebnisse ohne und mit Saugkraft sind in der Figur (S. 151) dargestellt. Damit
sich die Saugkraft ausbilden kann, muss bei einer praktischen Anwendung (mit Dicke)
die Unterschallvorderkante abgerundet sein. Ist dagegen die Vorderkante zu scharfkantig
ausgebildet, so treten ortliche Stromungsablosungen auf, die einen vollstindigen oder
teilweisen Verlust der Saugkraft zur Folge haben, und der Widerstand des Fliigels ist

dann deutlich erhoht.
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3.2.6 Deltafliigel mit Uberschallvorderkanten

l Mao, = \/5
7N y
// ! ’LL A Y
4 [} N ..
. ':::/( N Bei  Uberschallvorder-
7’ I N
L e i AN kante ist bei Mas, = V2
’ 1 N
l - DA -l --------------- \—» ————————————
L ! A
A : TN tan
- : b ' — m = T tany > 1
eV tan u
_ - € 1. - Machkegel oder
e h . A=4m >4
. 4 . .
C \ .
Ly \
i \
i v .
i ! : -
-m -1 +1  +m n
Fiir Deltafliigel mit Uberschallvorderkanten lautet die Losung fiir kegelsymmetrische
Uberschallstromungen
aVs m 1— 72
u = +R ————==2arccos\/ ———
T Vvm2—1 m? — 72
aV. T+m
w = +Ri—=1In +

T T—m’
Zunichst sei wieder die Losung fiir die w—Komponente untersucht. Auf dem Fliigel ist
7 =n < m. Dann gilt

m—+T

):m@D+m :

In

T—m m-—T

T+m < m+T
=In |-
m—T

wobei der letzte Ausdruck reell ist. Fiir den Logarithmus einer komplexen Zahl z = r - ¢
gilt

Inz=Inre” =Inr+ ip

und damit folgt fiir z = —1 (also r =1, p = %)
In(—1) = tir.
Die Storgeschwindigkeit w auf dem Fliigel ist somit

o aV

w =1

it =—aVy.
s
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Die kinematische Strémungsbedingung ist also erfiillt.

Bei der Analyse der Losung fiir die u—Komponente der Storgeschwindigkeit sind 2 Bereiche

zu unterscheiden:

Innenbereich 0 < (7 =1n) <1

Hier ist

Auflenbereich 1 < (7t =n) <m
Hier folgt mit der allgemeinen Beziehung

arccos it = g +iln(x + V1 + 2?2)

im vorliegenden Fall

1—n? o n?=1
arccos 5 5 = arccosiy|-—s—s
m?—n m

wobei das logarithmische Glied keinen Betrag zum Realteil liefert. Damit ergibt sich

2 oV m 27r 5
C, = _— — = o————
8 :FVoo T Vm?2—1 2 i m? —1

oder mit ¢, , = F2a bei Ma, = /2

C m
L - 1<p<m

Cpeb m2 - 1

Spezielle Werte der Druckverteilung im Innenbereich sind

=0 % _ 2 mn arccos L
/)7 Cpeb ™ Vv m2 - 1 m
2
n=1: e B arccos 0 = m
Cpoy Ty/m2—1 m?—1
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N4

Man kann zeigen,
dass fiir den spann-
weitigen  Mittel-
wert des Druckbei-

wertes gilt (ohne

Beweis)
L
— _ 1 d
Cp 2m /Cp 77
- = Fla=cp,

—-m -1 +1 +m

n

Jeder Streifen quer zur Anstromung triagt zum Auftrieb so viel wie eine ebene Platte bei.

Damit ist der Gesamtauftriebsbeiwert wie beim 2D-Problem

dCA o

ca = 4o oder %—4,

Dies bedeutet: Alle Deltafliigel mit Uberschallvorderkanten besitzen den gleichen Auf-
triebsanstieg. Das Ergebnis ist in der Figur (S. 151) aufgetragen. Beim Nickmoment

gelten die gleichen Uberlegungen wie beim Deltafliigel mit Unterschallvorderkante. Die

Neutralpunktlage ist damit ebenfalls

Beim Ubergang von Unterschallvorderkanten zu Uberschallvorderkanten éndert sich bei

Deltafliigeln die Neutralpunktlage nicht. Die Uberschallvorderkanten werden nicht um-
stromt. Deshalb tritt eine Saugkraft nicht auf. Die resultierende Luftkraft steht senkrecht
auf dem Fliigel, und es gilt fiir den Widerstandsbeiwert

cw =ca-a=4a%=

Cq

2

4

oder
Cw ™

— =-A.
A/rA 4

Auch dieses Ergebnis ist in der Figur (S. 151) dargestellt.
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4 Theorie schlanker Korper

In diesem Abschnitt soll nun noch der Grenzfall A — 0 betrachtet werden, der bei ver-

schiedenen Verfahren im Unter— und Uberschall bereits in Erscheinung getreten ist.

4.1 Schlankheitsbedingung und Grundgleichung

Schlanke Korper sind solche Korper, deren Abmessungen in Stréomungsrichtung sehr viel

grofer sind als in den beiden anderen Koordinatenrichtungen. Beispiele sind

;Maoo ‘Maoo ‘Maoo
1 1

47

— d;z —f—— - b —»
K K
schlanker, diinner Fliigel = Rakete, Rumpf schlanke Fliigel-Rumpf-Kombination

Bei der Umstréomung solcher Koérper sind die Anderungen der StrémungsgroBen in a—

Richtung sehr viel kleiner, als in y— und z—Richtung. Es ist also

ou
a_x = Prz K Py und Prz K Pz

Deshalb ist in der linearen Potentialgleichung das erste Glied vernachlissigbar klein, so

dass als Potentialgleichun
g g Gyy + @ss =0

verbleibt. Die Bedeutung dieser Vereinfachung liegt darin, dass

— die Umstromung eines 3D—Tragfliigels durch Lésen einer 2D—Potentialgleichung (in

einer Querschnittsebene) berechnet werden kann.

— das Problem unabhéngig von der Machzahl wird. Die Losung der Theorie schlanker

Korper gilt daher bei Unter— und Uberschallstromung.

Im Folgenden sind zunéchst die Voraussetzungen zu untersuchen, unter denen das erste
Glied der Potentialgleichung vernachlissigt werden kann. Dabei soll auch der Fall einer
kompressiblen Stromung betrachtet werden, so dass zunéchst die linearisierte Potential-
gleichung zu Grunde gelegt wird. Es wird nun eine Koordinatennormierung durchgefiihrt

derart, dass keine Koordinatenrichtung bevorzugt ist.
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Die Transformation lautet
_ T _ Yy _ zZ .
T=—; yYy==; Z=-— mit S
l; S s

| o

Damit folgt aus der Potentialgleichung
(1—Maoo)'1—2'29051‘1‘30@—0—9055:0.
Fiir eine Abschétzung der Groflenordnung der Glieder kann man fiir das Seitenverhéltnis

A schreiben b ' ¢ = 1 fiir Rechteckfliigel
A=c- l_

mit
¢ = 2 fiir Deltafliigel.

Setzt man dies in die Potentialgleichung ein, so ergibt sich
1
2 \ A2 _
(1 — MaZ,)A 102 Pzz + Qg+ P2z = 0.

Infolge der gew#hlten Koordinatennormierung sind ¢zz, @55 und ¢zz von gleicher Gréfien-
ordnung. Der Ausdruck 1/4c? ist hochstens von der Gréfienordnung 1 (Rechteckfliigel 1/4,
Deltafliigel 1/16). Das erste Glied ist damit vernachléssigbar klein, falls die Schlankheits-
bedingung

(1— Ma? )N < 1 fiir Fliigel
(1— Ma?)8* < 1 fir Rimpfe (0 = dg/l;)

erfiillt ist. Bei inkompressibler Stromung bedeutet dies, dass A? < 1 sein muss (unter
Beriicksichtigung des Ausdrucks 1/4c? evtl. auch nur A < 1).

Die Schlankheitsbedingung gilt analog auch fiir Uberschallstromungen. In der Potential-

gleichung ( Maio — l)gpm — Oy — P2z =0

ist das erste Glied vernachlassigbar klein, falls

1
(Ma?, — 1)A* = < 1.

e 4¢?
1
L, Dabei ist MaZ, —1=—.
. tan” u

Fiir Deltafliigel ist

A (2l;tan~y)? .
— =" —tanvy.
2c 42 tanvy 7

Damit lautet die Schlankheitsbedingung fiir Deltafliigel im Uberschall

tan? -y

tan® /s <1 oder 7L .
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Ein schlanker Fliigel muss also Unterschallvorderkanten besitzen, und der Korper muss
sehr weit vom Mach’schen Kegel entfernt sein. Unter diesen Voraussetzungen entfillt das

erste Glied in der Potentialgleichung, und auch im Uberschall gilt dann

Gyy T 2. = 0.

Besondere Uberlegungen sind notwendig beziiglich der Giiltigkeit der Vereinfachungen im
transsonischen Geschwindigkeitsbereich, in dem die linearisierte Potentialgleichung nicht
gilt. Nach den Betrachtungen im Abschnitt 1.2.2 gilt im Rahmen der Theorie kleiner

Storungen im transsonischen Geschwindigkeitsbereich
Pz
(1 - Maio)gom T Pyy T P2z = (’i + 1>MagoU—90m

Fiir Ma,, — 1 ist das erste Glied der linken Seite in jedem Fall vernachléssigbar klein.
Fiir schlanke Korper kann dann aber auch das nichtlineare Glied auf der rechten Seite

wegen YL, K @y, entfallen, so dass sich auch bei schallnahen Stromungen
Pyy T Pz =0

ergibt. Die Grundgleichung der Theorie schlanker Koérper ist also giiltig im gesamten
Machzahlbereich 0 < Ma,, < 3. Streng genommen gelten die verwendeten Vernachléassi-
gungen nur in Korpernédhe, wiahrend weit weg vom Koérper alle Storgeschwindigkeiten und

deren Ableitungen klein sind.

Die allgemeine Losung des Auftriebsproblems in der Theorie schlanker Korper lautet

o = ¢y, 2 )

Dabei ist ¢(y, z;x) das Storpotential des Querschnittsproblems in der y—z—Ebene. Die
r—Abhéngigkeit ergibt sich indirekt aus den Randbedingungen.
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4.2 Auftriebsproblem fiir schlanke Fliigel

Es wird ein ebener, schlanker Fliigel (ohne Dicke) betrachtet, der unter dem Anstellwinkel

a angestromt wird. Die Gleichung

Pyy + Pzz = 0

ist fiir jede Querschnittsebene z = const. separat zu losen. Das Ergebnis ist unabhéngig

von den Stromungsverhéltnissen in Querebenen davor oder dahinter. Allerdings héngt

die Losung von der ortlichen Halbspannweite y;(x) ab.

-

<
8

X
SO PRPPPDIIE R —

Ebene
X = const. :
\ zA
A
Vo O

e
-

Damit ergibt sich aus den Randbedingun-
gen eine r—Abhéngigkeit.

Die Gesamtlosung fiir den Fliigel erhélt
man durch Zusammensetzen der Ergebnis-
se aller Schnitte.

Bei der linearisierten Potentialgleichung als
Ausgangspunkt fiir die Theorie schlanker
Korper verlauft die x-Achse in Richtung
der Anstromung. In der Querschnittsebe-
ne (y—z—Ebene) ist nun das Storpotenti-
al ¢ so zu bestimmen, dass die kinemati-
sche Stromungsbedingung auf dem Fliigel
w = —aV, erfiillt ist. Die praktische
Losung dieses Problems kann so erfolgen,
dass in der Querschnittsebene eine Quer-
stromung mit der Geschwindigkeit V, - «
in z—Richtung betrachtet wird.

zA
1 Ebene
X = const.
i
e
%- l;

i
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Das Potential der ungestorten Strémung in der x-z-Ebene ist V-« -z, und man bestimmt
dann

mit der Potentialfunktion ¢ der Storstromung durch den schlanken Fliigel. Die zugehorige
Stromung stellt dann die Umstromung einer quergestellten ebenen Platte dar, die mit Me-
thoden der Profiltheorie ermittelt werden kann. Bei dieser Losung des Querstromungspro-
blems liegt die Ebene z = const. senkrecht zum Fliigel (korperfestes Koordinatensystem)

wie im vorangehenden Bild gezeigt. Fiir die gesuchten Stérgeschwindigkeiten gilt

_ e 0
u_ax_ﬁx
p = 22 _ O
Oy Oy
e Oy
w_a_az Ve

Zur Ermittlung des Storpotentials ¢’ muss das 2D—

. Problem der (von unten) umstromten ebenen Plat-
te gelost werden. Hierzu konnen die Methoden der
Profiltheorie eingesetzt werden. Im vorliegenden
*yl(x)\(l Fall kann dies sowohl mit dem Singularitéitenver-

fahren als auch mit der Methode der konformen

<y

Abbildung erfolgen (vgl. Vorlesung Profiltheorie).
Fiir den Fall der ebenen Platte mit der Breite

2y1(z) und der Queranstromung mit Voo existiert

eine analytische Losung [1]. Auf der Kontur gilt
+ oben

Oy, z2=0,2) = £Vear/yi(x) — y? .
— unten

Dies bedeutet, dass das Storpotential auf der Kontur lings der Spannweite elliptisch

verteilt ist.
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Zur Herstellung des Zusammenhangs mit der Zirkulationsverteilung sei ein Schnitt

—l oy Schnitt y = const.
1

> o—>
Yy z

Th

Voo + Uob

-—e— — -’

(
l
|
I
I
|
.

B U

Ty

y = const. an einem schlanken Fliigel betrachtet. Fiir das Linienintegral der Geschwin-

digkeit ldngs einer geschlossenen Kurve um das Plattenprofil in diesem Schnitt gilt

Th Th

I'(y) = / (Vo + top)d — / (Vio + Uyp)d
Mit wep = —uy, folgt daraus
Th Th a ,
(p / Th
(y) /u pAT /<8x )Ob T o y

[(y) = 290/0b,h(y)

Die Zirkulation I'(y) ist gleich dem doppelten Wert des Storpotentials ¢y, ,(y) auf der
Oberseite an der Hinterkante. Da der Verlauf an der Hinterkante (wie in jedem anderen
Schnitt x = const. ) lings der Spannweite elliptisch ist, ergibt sich fiir schlanke Fliigel,

dass die Zirkulationsverteilung elliptisch ist.

Aus dem Storpotential ¢'(y, z = 0, x) folgt fiir den Druckbeiwert an ebenen Plattenfliigeln

mit o = const.

—cp A 2 84,0,
Cp = _— =
Ve Ox
ob 2 2y dy
— —Vea——r — 2
R SN L
6 = T 201y, @
' Vyi(z) —y? do

<y

—Y +y1
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Fiir y — y; ist ¢, — Foo. Die Vorderkanten werden umstromt (Unterschallvorderkanten).

An dem Ergebnis ist bemerkenswert, dass ¢, ~ dy;/dz. Nur die Partien, in denen sich

ein schlanker Fliigel nach hinten erweitert, tragen zur Druckverteilung und damit zum

Auftrieb bei. Einige Beispiele sind im Folgenden skizziert.

%/%z%o
zy
l —

O

| |
\ N0
N 7
o
: \ oo
77 | ¢, =0 |

2V 2V

Auf den schraffierten Fléchen ist ¢, =0, und sie tragen
deshalb zum Auftrieb nicht bei. Ein Grenzfall ist der
schlanke Rechteckfliigel, bei dem die ganze Fliigelfléiche
zum Auftrieb nicht beitragt. An der Vorderkante ist die
Schlankheitsbedingung verletzt. Dort ist dy;/dz = oo.
Der Auftrieb selbst ist endlich, und er ist an der Vorder-
kante konzentriert.

Bei Deltafliigeln ist wegen dy;/dx = const. die Druckverteilung kegelsymmetrisch: Auf

Strahlen y/y, = konst. ist ¢, = const.. Bei Unterschallstromung ist daher die Kutta’sche

Deltafliigel

Kutta’sche

Abflufibedingung: verletzt

Gothikfliigel Ogeefliigel

erfiillt
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Abflussbedingung verletzt. An der Hinterkante existiert ein endlicher Drucksprung. In
Sonderfillen (z.B. Gothikfliigel, Ogeefliigel wie bei ,Concorde®) ist bei einer ortlichen
Neigung (dy,/dx);, = 0 die Kutta’sche Abflussbedingung erfiillt.

:

' Abschnitte eines Fliigels, in denen eine

Verkleinerung der ortlichen Halbspann-
cp #0 weite dy;/dx < 0 vorliegt, besitzen eben-
da falls eine (negative) Druckverteilung, ¢, #
0. Solche Abschnitte sind aus den vor-
liegenden Betrachtungen zunéchst auszu-

yi(z schlieen, weil in diesem Bereich in der

) £0— <0 Ebene x = const.andere Stromungsverhalt-
P

Ebene /;}

x = const. q

nisse mit einer freien Wirbelschicht neben

dem Fliigel vorliegen, so dass dort ein an-
deres 2D—Problem als das hier betrachtete

gelost werden muss.

T

PR, SEPPE I

Fiir den Auftrieb dA eines Streifens dx folgt aus der Druckverteilung

+y1(x)
dA = / (Pun — Pob) dydz
-v1(z)
Mit

0
Pun — Pob = _Vo%) (Cpun - Cpob)

ergibt sich

dx

dA = qoo4ay1% ]ld<—y%)2 dx .
Ty-)

Mit der Losung des Integrals ist

2
% = 47raqooy1% = 2T 0o A1) .
dz dz

dx
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Bildet man einen ortlichen Auftriebsbeiwert

so ergibt sich wieder, dass nur die Bereiche des Fliigels beitragen, in denen sich die 6értliche
Halbspannweite in z—Richtung éndert. Die Verteilung des ortlichen Auftriebsbeiwertes in
x—Richtung ist vom Grundriss abhéngig. Die Verlaufe sind fiir die verschiedenen disku-

tierten Grundrisse in der Skizze dargestellt.

Rechteck-

Gothik-

Cal A

<

7
.l.
-l.

1
\ .
1 N,
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
—_
ey

Fiir den Gesamtauftrieb folgt durch Integration iiber alle Streifen

z=l; y1=b/2 )
A = /dA:27rozqoo / d(y%):%rozqoo~z
=0 y1=0
A = gaqoon

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von der Grundrissform y;(x). Alle schlanken Fliigel mit
gleicher Spannweite b besitzen den gleichen Auftrieb (unabhéngig davon, auf welche Weise
y1(x) sich die ortliche Halbspannweite von Null an der Fliigelspitze auf s = b/2 an der

Hinterkante erweitert hat). Fiir den Auftriebsbeiwert folgt

A T
:—:—A-
“ (oS 2 “
und
dea _ Ty
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Dieses ist das beriihmte Ergebnis der Theorie schlanker Kérper von Jones (1946)°. Es
stellt fiir alle Fliigelgrundrissformen den Grenzfall fiir Fliigel kleiner Streckung A — 0

dar.
da A Mag,=0
/ Wirbelleiterverfahren
271 Auftriebsanstieg
fur Rechteckfligel
4] mit verschiedenen
Streckungen/\
— >
A\

Die von den Ausfithrungen in den Kapiteln 2.4.2.1, 2.5.2 und 3.2.4 her bekannten Ergeb-
nisse fiir Rechteckfliigel sind zusammen mit dem Grenzwert der Theorie schlanker Kérper
in der Skizze fir Mo, = 0 und Ma., = v/2 noch einmal dargestellt. Die angegebene
Verteilung fiir Mao, = v/2 und Streckungen A < 1 ergibt sich aus den in dieser Vorlesung
nicht behandelten Singularititenverfahren fiir den Uberschall [1].

Fiir den Widerstandsbeiwert gilt bei der Theorie schlanker Kérper wegen der elliptischen

Zirkulationsverteilung

Die resultierende Luftkraft steht also nicht senkrecht auf dem Fliigel (¢ = ca-a), sondern

es tritt eine Saugkraft auf, fiir deren Beiwert gilt

I

o

ES
|2

«
CSICA-Oé—CA~§

SR. T. Jones: Properties of low—aspect-ratio pointed wings at speeds below and above the speed of
sound. NACA Rep. Nr. 835 (1946).
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J Fiir den Beitrag des Streifens dz zum Nickmoment
\ um eine beliebige Achse bei xg gilt

AM = —(z — x5)dA .

7
!
i
1
i

Vo
Setzt man das Ergebnis fiir den Auftrieb ein, so folgt

z=l; z=l;

M= — / (z — 25)dA = —27aqm / (v —ws)d(y)

=0 0

und eine partielle Integration liefert

7

2
M = —2raqs | (L — :L’s)bz — /y%dm ,
0

und der Momentenbeiwert ist dann

l;

M 2ra v’ 9
ey = P _S—lu (; —Is)z — /yldx

0

Der Nickmomentenbeiwert ist demnach vom Grundrissverlauf y;(z) abhéngig. Die Aus-

wertung fiir Deltafliigel mit

oy = 2T U — )ﬁ AR
LT A R T
3 2 s
= —ZraA |2 -2
e e {3 li:|
und
deps 3 2  zg .
— = ——7mA |- —— Deltafliigel
. i [3 li:| (Deltafliigel)
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Zur Bestimmung der Neutralpunktlage kann die Bedingung herangezogen werden, dass

das Nickmoment um dem Neutralpunkt zg = zny vom Anstellwinkel unabhéngig ist.

dCM
(w) LY
TS=TN

TN 2 .
773 Deltafliigel

Deshalb muss gelten

Dies ist nur moglich, falls

Beim Deltafliigel ist die Druckverteilung nach der Theorie schlanker Korper kegelsymme-

trisch und der Druckpunkt liegt bei

und fiir ebene Fliigel (cp0 = 0) ist zp = xy.
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4.3 Zusammenstellung aerodynamischer Beiwerte

In den vorausgehenden Abschnitten hatte sich ergeben, dass sich die aerodynamischen
Beiwerte fiir schlanke Fliigel, insbesondere beim Auftriebsproblem, teilweise auf sehr ein-
fache Weise berechnen lassen. Im Folgenden werden die aerodynamischen Beiwerte von

schlanken Deltafliigeln ohne und mit Zuspitzung A zusammengestellt.

Die Ergebnisse nach der Theorie werden ohne Beweis mitgeteilt. Es werden jedoch einige

zusétzliche Erlauterungen gegeben:

- Die Erweiterung der bisherigen Ausfithrungen auf zugespitzte Fliigel ist ohne weite-
res moglich. Die hinteren Teile tragen wegen dy;/dz = 0 nicht zur Druckverteilung
bei.

- Nickende Fliigel (ca, und cpyy) konnen durch Erweiterung von a = const. auf

a = a(z) behandelt werden (quasistationér).

- Bei instationdren Stromungen lautet die Potentialgleichung
1
Pyy + P2z — o2 it = 0,
und fiir & = &t reduziert sich die Potentialgleichung auf

SOyy"_(Pzz:O 5

aber fiir die Druckverteilung gilt dann

2 1
Cp = _V— (Som + V—Q)Ot)

Sp(zvyv()?t) = iatvoo \/y% _y2

folgt fiir den Zeitpunkt ¢t =0

2 .
cp::Fv—oz\/y%—gﬂ

Die Druckverteilung ist im ersten Moment der Beschleunigung elliptisch. Bereiche

Aus der Losung

des Fliigels mit dy;/dx = 0 tragen bei. Spater (t # 0) kommen noch stationére
Anteile hinzu. Die Integration iiber die Druckverteilung liefert die eingetragenen

Ergebnisse.

- Schiebende Fliigel werden durch Addition einer Quergeschwindigkeit V,, - 5 behan-
delt. Fiir den Druckbeiwert gilt dann
2
Cp = _V—OO(% + Bepy)
Aus dem unsymmetrischen Anteil Sy, resultiert das in den Formeln angegebene

Schieberollmoment.
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Zusammenstellung der aerodynamischen Beiwerte von diinnen Deltafliigeln
nach der Theorie schlanker Korper.

Rl |
>

I

|

l; 2 92
1 A= %:z-(ubm)
S = —bli(1+)) '
2 ;oL 2 1A N
I 2 TN 2 3T T
Wy 0 - g(l_)\) l
¢ Q _ wyﬂ
A v Voo
“ T s M
Cpy =
A L LV2Sl,
-
V2S5
Jca T
1) can = =2 = —A
) ca Oa 2
_aCM . 3 1+)\ 2 Ts
2) ema = o ——ZMTIX:EE<—”—7ﬂ
8CA 3 1"—)\ Ts
3 = — = — Ai 11— =
) e = ga, T 1+>\+>\2< zi)
den 3 (14 X)? x5\’ s 9 3. 3.,
4 -2 - S ——— 2 (32 2A—5)=2 + 2 _Za4 2N
) o = Fo AT e P\ ) TR Mg
o Bea 1 (T4 N1 +2))
5>CM'—5(£5-1“ AT
Voo
8cM 3 (1+)\)2 Ts 3 3 32
6) cara = — = 4 aA—— (14 2)0)2 - (S SA -2
) o () e e (TP (1T
Voo
3 1+A  [(4+2\ g
7)) caytcaa :ZWA1+A+/\2< 3 _l_i)

9 (14 A)? zg\’
&Cw+W“*@“a?EW¥@‘T

. _% 2 142X
=08 — 37T 1T+ A
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